
1 Giri̧s
�96 y¬l¬Aral¬k ay¬nda NASA�n¬n Path�nder ad¬n¬verdi¼gi ve Mars yüzeyini

araşt¬rmak üzere uzaya gönderdi¼gi bir robotun dünyaya geçti¼gi çok say¬da
foto¼graf ve bilimsel veri, tüm dünyay¬ büyük ölçüde heyecanland¬rm¬̧st¬.
Peki ancak loş bir ampulü yakmaya yetecek bir güç ile çal¬̧san bir radyo
vericisine sahip bu araçlardan, yüz milyonlarca kilometre öteden güvenilir
ve tamamen bozulmam¬̧s bilgiler alabilmek nas¬l mümkün olmuştur? Ce-
vap : elektronik mühendisli¼gi, bilgisayar bilimleri ve matematik gibi farkl¬
disiplinlerin bir araya gelmesi ile; k¬sacas¬Kodlama Kuram¬ile...

Claude Shannon taraf¬ndan yaz¬lan ve 1948 y¬l¬nda yay¬mlanan �A mathemati-
cal theory of communication� adl¬ çal¬̧sma, daha önce baz¬ temel �kirleri anlaş¬lm¬̧s
olan bili̧sim kuram¬n¬n sa¼glam temeller üzerine kurulmas¬n¬ve popüler hale gelmesini
sa¼glam¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada gürültülü bir ileti̧sim kanal¬için kanal kapasitesi ad¬verilen
bir say¬n¬n varl¬¼g¬ve e¼ger uygun kodlama ve kod çözme teknikleri kullan¬l¬rsa, kanal ka-
pasitesi alt¬nda istenilen bir oranda güvenilir ileti̧sim gerçekleştirilebilece¼gi matematik-
sel olarak ifade edilmi̧s ve kan¬tlanm¬̧st¬r. Fakat Shannon�¬n kan¬t¬yap¬sal (constructive)
de¼gildir. Yani kan¬t uygun kodlaman¬n varl¬¼g¬n¬söylemekte ancak nas¬l yap¬labilece¼gine
dair aç¬k bir yöntem vermemektedir. Bunun üzerine uygun kodlaman¬n nas¬l yap¬la-
bilece¼gine ili̧skin araşt¬rmalarla birlikte kodlama kuram¬da ortaya ç¬kmaya başlam¬̧st¬r.
·Ilk ad¬m¬ ise Richard W. Hamming, hata düzeltme kodlar¬ (error�correcting codes)
üzerine yapt¬¼g¬çal¬̧sman¬n detaylar¬n¬yay¬nlayarak atm¬̧st¬r. Bundan sonra kodlama
kuram¬, yar¬m yüzy¬l¬biraz aşan bir süre içinde oldukça h¬zl¬bir biçimde büyümüş ve
geni̧slemi̧stir. Problemleri genellikle mühendislik uygulamalar¬ndan ortaya ç¬k¬yor olsa
bile matemati¼gin kodlama kuram¬için vazgeçilmez bir rolü oldu¼gunu söylemek yanl¬̧s
olmaz. Bu nedenle kodlama kuram¬yaln¬zca elektronik mühendislerinin ve bilgisayar
bilimcilerin de¼gil ayn¬zamanda matematikçilerin de ilgisini çeken bir aland¬r.
Kodlama kuram¬, gürültülü bir kanal boyunca veri aktar¬lmas¬ve bu s¬rada bozulan

iletilerin tamir edilmesi ile ilgilenmektedir. Bilginin daha kolay okunabilir hale gelme-
siyle ilgilenen bu alan, daha zor okunmas¬n¬sa¼glamay¬amaçlayan şifreleme (cryptog-
raphy) ile kar¬̧st¬r¬lmamal¬d¬r. Burada ileti ve kanal kelimeleri ile kapsayabilecekleri en
geni̧s anlamlar kastedilmektedir. ·Iletiler konuşma dili veya yaz¬olabilece¼gi gibi resim,
müzik vb. yap¬lar da olabilir. Verilerin aktar¬lmas¬ile kastedilen "buradan başka bir
yere iletilmesi" (yani haberleşme) olabilece¼gi gibi "şimdiden sonraya iletilmesi" de (yani
saklama da) olabilir. Buna göre söz konusu kanal uzay, atmosfer, telefon teli vb. bir
ortam olabilece¼gi gibi veri saklamada zaman olgusu veya verilerin saklanmas¬nda kul-
lan¬lan ortamlar da (örne¼gin kompakt disk yüzeyi) kanal olarak düşünülebilir. Dikkat
edilirse yukar¬da örnekleri say¬lan kanallar¬n hiçbiri veri aktar¬m¬konusunda mükem-
mel de¼gildir. Uzayda ve atmosferde oluşabilecek manyetik alanlar radyo dalgalar¬n¬,
olumsuz hava koşullar¬telefon telleri üzerinden aktar¬lan sinyalleri, bir kompakt disk
üzerinde bulunan çizikler ve lekeler disk üzerindeki bilgileri bozabilmektedir. Örnek-
leri daha da ço¼galt¬labilecek bunun gibi olumsuzluklara sahip kanallara gürültülü kanal
denir. Gürültülere ra¼gmen verilerin iletiminde oluşabilecek hatalar¬n sezilmesi ve hatta
düzeltilmesi, kodlama kuram¬n¬n temel problemlerini oluşturmaktad¬r.
Kanal, ileti, veri aktar¬m¬, ileti̧sim, haberleşme ve veri saklama gibi haval¬kelimeler

geçiyor olsa da bu kuram¬n kabul etti¼gi bir tek basit kavram vard¬r : simgeler. Simge
ile neyi kastetti¼gimizi tam olarak tan¬mlayamay¬z. Simgeler ile yaz¬l¬ve sözlü (hatta
mimik kullanarak) ileti̧sim kurar¬z. Simge ile ne kastetti¼gimizi anlatmak için simgelere
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başvuraca¼g¬m¬z aç¬k oldu¼guna göre, simgenin anlam¬n¬sezgisel bir seviyede tutmay¬
tercih edece¼giz. Kodlama kuram¬n¬n ana konusu kaynak alfabe simgelerini, simgelerin
başka bir sistemi (genellikle simgeleri 0 ve 1 olan ikili sistem) ile temsil etmeye dayan¬r.
Bu temsile kodlama denir. Kodlaman¬n iki temel problemi asa¼g¬daki gibidir:
Kaynak kodlamas¬Verimlilik esas¬na dayal¬ olarak kaynak simgelerinin asgari

yap¬da nas¬l temsil edilece¼gi problemidir.
Kanal kodlamas¬Kaynak simgelerinin bir anlamda birbirlerinden uzak olacak

şekilde nas¬l temsil edilece¼gi problemidir. Sonuçta ise meydana gelebilecek küçük
de¼gi̧sikliklere (gürültüye) ra¼gmen de¼gi̧sen simgelerin sezilmesi ve hatta düzeltilebilmesi
mümkün olmaktad¬r.
Kaynak kodlamalar¬na örnek olarak yaz¬karakterlerini 8 bit�e (ya da 1 byte) dönüş-

türen ASCII (American Standard Code for Information Interchange) kodu verilebilir
(bkz: bir sonraki sayfa). ASCII kod tablosunda karakterlerin ikili kaŗs¬l¬klar¬yerine
onalt¬l¬veya sekizli kaŗs¬l¬klar¬bulundu¼guna dikkat ediniz. Ancak bunlar¬da ikili olarak
kodlamak aşa¼g¬daki gibi mümkündür:

2�li 8�li
000 0
001 1
010 2
011 3
100 4
101 5
110 6
111 7

2�li 16�l¬
0000 0
0001 1
0010 2
0011 3
0100 4
0101 5
0110 6
0111 7
1000 8
1001 9
1010 A
1011 B
1100 C
1101 D
1110 E
1111 F

Örne¼gin ASCII tablosuna göre sekizli olarak "172" şeklinde kodlanan "z" karakteri
bilgisayar içinde 1111010 ile temsil edilir.

Yukar¬da yap¬ld¬¼g¬gibi baştaki iki basamak at¬l¬rsa her karakter 7 bitlik bir dizge
ile temsil edilebilir. Ancak 1 byte 8 bit oldu¼guna göre bu temsillere bir basamak daha
eklenir. Bu basamak ço¼gunlukla hata sezme amac¬yla kullan¬l¬r. Örne¼gin bu basama¼ga,
tüm dizge içindeki 1�lerin toplam say¬s¬ çift olacak şekilde 1 veya 0 eklenebilir. Bu
i̧sleme (çift) eşlik denetimi (parity check) diyece¼giz. Örne¼gin çift eşlik denetim
bit�i eklendikten sonra yukar¬daki 1111010 dizgesi 11111010 dizgesine dönüşür.
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10�lu 16�l¬ 8�li K rkt.

0 0 000 NUL

1 1 001 SOH

2 2 002 STX

3 3 003 ETX

4 4 004 EOT

5 5 005 ENQ

6 6 006 ACK

7 7 007 BEL

8 8 010 BS

9 9 011 TAB

10 A 012 LF

11 B 013 VT

12 C 014 FF

13 D 015 CR

14 E 016 SO

15 F 017 SI

16 10 020 DLE

17 11 021 DC1

18 12 022 DC2

19 13 023 DC3

20 14 024 DC4

21 15 025 NAK

22 16 026 SYN

23 17 027 ETB

24 18 030 CAN

25 19 031 EM

26 1A 032 SUB

27 1B 033 ESC

28 1C 034 FS

29 1D 035 GS

30 1E 036 RS

31 1F 037 US

10�lu 16�l¬ 8�li K rkt.

32 20 040 Space

33 21 041 !

34 22 042 "

35 23 043 #

36 24 044 $

37 25 045 %

38 26 046 &

39 27 047 �

40 28 050 (

41 29 051 )

42 2A 052 *

43 2B 053 +

44 2C 054 ,

45 2D 055 -

46 2E 056 .

47 2F 057 /

48 30 060 0

49 31 061 1

50 32 062 2

51 33 063 3

52 34 064 4

53 35 065 5

54 36 066 6

55 37 067 7

56 38 070 8

57 39 071 9

58 3A 072 :

59 3B 073 ;

60 3C 074 <

61 3D 075 =

62 3E 076 >

63 3F 077 ?

10�lu 16�l¬ 8�li K rkt.

64 40 100 @

65 41 101 A

66 42 102 B

67 43 103 C

68 44 104 D

69 45 105 E

70 46 106 F

71 47 107 G

72 48 110 H

73 49 111 I

74 4A 112 J

75 4B 113 K

76 4C 114 L

77 4D 115 M

78 4E 116 N

79 4F 117 O

80 50 120 P

81 51 121 Q

82 52 122 R

83 53 123 S

84 54 124 T

85 55 125 U

86 56 126 V

87 57 127 W

88 58 130 X

89 59 131 Y

90 5A 132 Z

91 5B 133 [

92 5C 134 n

93 5D 135 ]

94 5E 136 ^

95 5F 137 _

10�lu 16�l¬ 8�li K rkt.

96 60 140 �

97 61 141 a

98 62 142 b

99 63 143 c

100 64 144 d

101 65 145 e

102 66 146 f

103 67 147 g

104 68 150 h

105 69 151 i

106 6A 152 j

107 6B 153 k

108 6C 154 l

109 6D 155 m

110 6E 156 n

111 6F 157 o

112 70 160 p

113 71 161 q

114 72 162 r

115 73 163 s

116 74 164 t

117 75 165 u

118 76 166 v

119 77 167 w

120 78 170 x

121 79 171 y

122 7A 172 z

123 7B 173 {

124 7C 174 j

125 7D 175 }

126 7E 176 ~

127 7F 177 DEL

ASCII tablosu

Benzer şekilde 1�lerin say¬s¬ tek olacak şekilde (tek eşlik denetimi) veya rasgele bir
ekleme de yap¬labilir.

Kaynak kodlamas¬na örnek olarak bir zamanlar çok yayg¬n olarak kullan¬lan Mors
kodunu da verebiliriz. Mors kodu, simgeleri ���, �_�ve boşluk olan bir üçlü koddur.
Her harf bu simgelerin bir dizilimi ile temsil edilir. Tek bir harf içindeki simgeler aras¬na
bir birim boşluk, har�er aras¬na üç birim boşluk ve kelimeler aras¬na da alt¬ birim
boşluk konulur. Yukar¬da verilen ASCII kodundan farkl¬olarak, Mors kodu de¼gi̧sken
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uzunluklu bir koddur. Har�er, dildeki kullan¬m s¬kl¬klar¬na göre de¼gerlendirilip, en s¬k
kullan¬lanlar için nispeten daha k¬sa ve kolay dizilimlerle temsil edilir.
Kodlama kuram¬n¬n, gürültülü bir kanal boyunca veri aktar¬lmas¬ s¬ras¬nda ileti

üzerinde oluşmas¬muhtemel hatalar¬n sezilmesi ve hatta onar¬lmas¬ ile ilgilendi¼gini
daha önce söylemi̧stik. Gürültülü bir kanal¬içeren basit bir ileti̧sim modeli aşa¼g¬daki
gibi verilebilir:

Şimdi basit ileti̧sim modelimizi bir örnekle aç¬klamaya çal¬̧sal¬m. Ahmet, Mehmet,
Ayşe ve Fatma isimleri için aşa¼g¬daki gibi verilen kaynak kodlamas¬n¬düşünelim:

Ahmet ! 00, Mehmet ! 01, Ayşe ! 10, Fatma ! 11.

Diyelim ki gürültülü bir kanal üzerinden 00 olarak kodlanan �Ahmet�gönderilsin.
Gönderilen ileti üzerinde bozulma olabilir ve ileti 00 yerine 10 olarak al¬nabilir. Bu du-
rumda �Ahmet�olarak gönderilen ileti, al¬c¬taraf¬ndan �Ayşe�olarak anlaş¬lacakt¬r.
Ancak, büyük olas¬l¬kla, al¬c¬, aktar¬m s¬ras¬nda bir hata oluştu¼gunu düşünmeyecek-
tir. Buna göre ileti̧sim başar¬s¬z olmuştur. Peki bu durumda ne yap¬labilir? Cevap
olarak kabaca kanal kodlamas¬n¬verebiliriz. Dikkat edilirse yaln¬z kaynak kodlamas¬
ile başar¬l¬ bir ileti̧sim kurmak, özellikle karmaş¬k sistemler gerektiren durumlarda,
oldukça zordur. Yukar¬daki kaynak kodlamas¬na çift eşlik denetimini uygulayarak bir
basamak daha ekleyelim:

Ahmet ! 000, Mehmet ! 011, Ayşe ! 101, Fatma ! 110.

Daha önce oldu¼gu gibi �Ahmet�kelimesi gönderilsin ve aktar¬m s¬ras¬nda bir adet
hata meydana gelmi̧s olsun. Buna göre al¬nan ileti 100, 010 veya 001 olas¬l¬klar¬n-
dan biridir. Bu olas¬l¬klar¬n hiçbiri kodlanan iletiler aras¬nda olmad¬¼g¬ndan aktar¬m¬n
hatal¬ oldu¼gu anlaş¬lacakt¬r. Ancak yukar¬daki kodlamaya k¬yasla iki yerine üç bit
taş¬mak zorunda kalaca¼g¬m¬z için, hata sezmek u¼gruna aktar¬m h¬z¬n¬n düşmesini göze
ald¬¼g¬m¬za dikkat ediniz. Buna ra¼gmen sadece hatan¬n varl¬¼g¬n¬anlayabilir, onu düzel-
temeyiz. Çünkü 101 ve 110 iletilerinin de bir adet hata sonucu 100 olarak al¬nmas¬
mümkündür. Do¼grusu biraz daha ekleme yaparsak hata düzeltmek te mümkün olur.
Örne¼gin aşa¼g¬daki gibi bir kodlamay¬ele alal¬m:

Ahmet ! 0000, Mehmet ! 01111, Ayşe ! 10110, Fatma ! 11001.
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Yine �Ahmet�kelimesi gönderilsin ve bir adet hata meydana gelsin. Örne¼gin 10000
iletisi al¬nm¬̧s olsun. Bu durumda 10000 iletisinin asl¬nda 00000 iletisinden bir adet hata
sonucu meydana geldi¼gini anlayabiliriz. Çünkü 10000 iletisi ile di¼ger kodlanm¬̧s iletiler
(01111, 10110 ve 11001) aras¬nda en az iki hata vard¬r. Bu şekilde aktar¬m h¬z¬n¬n
biraz daha azald¬¼g¬n¬görebiliriz. Dolay¬s¬yla hatalar¬n sezilmesi ve hatta düzeltilmesi
amac¬yla yap¬lan bu tür eklemelerin bir s¬n¬r¬olmas¬gerekti¼gi sonucuna varabiliriz.
Hata düzeltme amac¬yla yap¬labilecek eklemelere basit ve genel bir örnek vere-

lim. Kabul edelim ki kaynak kodlamas¬ yap¬lm¬̧s olsun ve iletiler k uzunlu¼gundaki
bit dizgelerinden oluşsun. Kodlamay¬bit dizgelerini, r � 1 için, 2r + 1 defa tekrar
ederek gerçekleştirece¼giz. Örne¼gin 01 dizgesi, r = 2 için, 0101010101 dizgesi olarak
kodlanacakt¬r. Bu yönteme tekrarl¬kod denir.
Soru. Bir tekrarl¬kod en fazla kaç hatay¬düzeltebilir?
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2 Hata Tespiti, Hata Düzeltme ve Kod
Çözme

2.1 ·Ileti̧sim Kanallar¬

Tan¬m A = fa1; a2; : : : ; aqg kümesini alal¬m. A kümesine "kod alfabesi" (code al-
phabet) ve kümenin elemanlar¬na da "kod simgeleri" (code symbols) diyece¼giz.

(i) !1; : : : ; !n 2 A olmak üzere w = w1w2 : : : wn şeklindeki bir diziye n�uzunluklu
bir q�lu sözcük denir. w ayn¬zamanda (w1; w2; : : : ; wn) vektörü ile eşde¼ger şekilde
de düşünülebilir.

(ii) Ayn¬n uzunlu¼guna sahip q�lu sözcüklerin boş olmayan bir C kümesine q�lu
öbek kodu (q�ary block code) veya k¬saca q�lu kod denir. C kümesinin her eleman¬na
ise kod�sözcü¼gü ad¬verilir. C içindeki kod�sözcüklerinin say¬s¬na C�nin büyüklü¼gü
denir ve jCj ile gösterilir.

(iii) Uzunlu¼gu n olan bir C kodunun (bilgi) oran¬(logq jCj)=n say¬s¬ile tan¬mlan-
maktad¬r.

(iv) Uzunlu¼gu n olan M büyüklü¼günde bir kod için (n;M)�kodu ifadesini kul-
lanaca¼g¬z.

Uygulamada ve dersimizde kod alfabesi olarak siklikla bir
sonlu cisim, genellikle de mertebesi q olan sonlu cisim (Fq),
kullanilmaktadir.

Örnek 1 F2 = f0; 1g kod alfabesi üzerinde tan¬mlanan bir koda ikili kod ad¬verilir.
Buna göre bir ikili kod için kod simgeleri 0 ve 1�dir. Aşa¼g¬da baz¬ ikili kod örnekleri
yer almaktad¬r:
(i) C1 = f00; 01; 10; 11g bir (2; 4)�kodudur.
(ii) C2 = f000; 010; 110; 111g bir (3; 4)�kodudur.
(iii) C3 = f0101; 1100; 0011; 1010; 1001; 0110g bir (4; 6)�kodudur.

Benzer şekilde, üçlü ve dörtlü kodlar, kod alfabeleri s¬ras¬yla F3 = f0; 1; 2g ve
F4 (4 elemanl¬ sonlu cisim) olan kodlara denilmektedir. Ancak bazen kod alfabesi
Z4 = f0; 1; 2; 3g halkas¬olan kodlara da dörtlü kod denilebilmektedir. Buradan, kod
alfabelerinin cebirsel yap¬lar¬n¬n kodlar üzerinde etkili oldu¼gu bir kuram¬tan¬taca¼g¬m¬z¬
anlamak mümkündür.

Tan¬m Bir iletişim kanal¬ sonlu bir A = fa1; : : : ; aqg kanal alfabesi ile (ileri
yönlü) kanal olas¬l¬klar¬n¬n bir fP(ajjai) : 1 � i; j � qg kümesinden oluşur. Bu-
rada P(ajjai); ayn¬ zamanda P(aj al¬n¬r j ai gönderilir) biçiminde de gösterilebilen,
ai gönderilmesi halinde aj al¬nmas¬(koşullu) olas¬l¬¼g¬n¬temsil etmektedir. ·Ileri yönlü
kanal olas¬l¬klar¬her 1 � i � q için

qX
j=1

P(ajjai) = 1

6



eşitli¼gini sa¼glamal¬d¬r. Bunun anlam¬ise; her i için, ai gönderildi¼ginde A�n¬n bir ele-
man¬n¬n mutlaka al¬naca¼g¬n¬n güvence alt¬nda oldu¼gudur.

Tan¬m Bir iletişim kanal¬nda gerçekleşen bir iletimin sonucu, daha önce gerçekleşen
iletimlerin sonucundan ba¼g¬ms¬z ise bu kanala belleksiz kanal denir. Yani, bir bellek-
siz kanalda, n uzunluklu c = c1 : : : cn ve x = x1 : : : xn gibi iki sözcük için

P( x j c ) =
nY
i=1

P(xijci)

olur.

Tan¬m E¼ger q büyüklü¼günde alfabeye sahip bir belleksiz kanalda
(i) aktar¬lan her bir simgenin hatal¬aktar¬lm¬̧s olmas¬olas¬l¬¼g¬ayn¬ve 1=2 �den az,
(ii) bir simge hata ile al¬nd¬¼g¬nda q � 1 adet muhtemel hatan¬n her biri eşde¼ger

oranda muhtemel
ise bu kanala bir q�lu simetrik kanal denir.

Özel olarak, ikili simetrik kanal (·ISK), alfabesi f0; 1g kümesi ve kanal olas¬l¬klar¬

P(1j0) = P(0j1) = p < 1=2
P(0j0) = P(1j1) = 1� p

biçiminde olan bir belleksiz kanald¬r. Buna göre bir ·ISK�da bir bit hata olas¬l¬¼g¬p�dir.
Bu olas¬l¬¼ga ·ISK�¬n çapraz olas¬l¬¼g¬denir.

·Ikili simetrik kanal
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Örnek 2 f000; 111g kodunun kod sözcükleri çapraz olas¬l¬¼g¬ p = 0:05 olan bir ·ISK
üzerinden gönderiliyor olsun. Kabul edelim ki bir dizi iletim sonunda 110 sözcü¼günü
al¬yoruz. ·Ileri yönlü kanal olas¬l¬klar¬n¬inceleyerek, gönderilmiş olmas¬daha muhtemel
sözcü¼gü bulmaya çal¬̧sabiliriz:

P(110j000) = P(1j0)2 � P(0j0)
= (0:05)2 � (0:95) = 0:002375

P(110j111) = P(1j1)2 � P(0j1)
= (0:95)2 � (0:05) = 0:045125

·Ikinci olas¬l¬¼g¬n birinciden daha büyük olmas¬nedeniyle gönderilmiş olmas¬daha muhtemel
olan sözcü¼gün 111 oldu¼gu sonucuna varabiliriz.

2.2 Kod Çözme
Kodlamal¬bir ileti̧sim kanal¬nda, yaln¬zca kod sözcükleri iletilir. E¼ger

bir iletimde geçerli bir kod sözcü¼gü al¬n¬rsa bu durumda iletimde bir hata
olmad¬¼g¬n¬düşünmek olas¬d¬r. Ancak, tersi bir durumda, iletimde hata-
lar meydana geldi¼gini biliriz. Böyle bir durumda, gönderilmi̧s olmas¬ en
muhtemel kod sözcü¼günü belirlemek üzere bir kurala ihtiyac¬m¬z olur. Böyle
bir kurala kod çözme kural¬ad¬verilir. Bu bölümde şimdilik iki genel
kural¬tan¬tmakla yetinece¼giz:

1. Azami Olas¬l¬k (Kod�Çözme) Kural¬

Kabul edelim ki bir C kodunun kod sözcükleri bir ileti̧sim kanal¬üzerinden gönde-
riliyor olsun Bir x sözcü¼gü al¬n¬rsa, her c 2 C için

P( x j c )

kanal olas¬l¬klar¬n¬hesaplayabiliriz. Azami olas¬l¬k kod�çözme kural¬na göre, e¼ger c x

sözcü¼gü için bu kanal olas¬l¬klar¬azami de¼ger al¬yor ise, yani

P( x j c x ) = maks
c 2 C

P( x j c )

ise o zaman c x; gönderilmi̧s olmas¬en muhtemel kod sözcü¼güdür. Azami olas¬l¬k kural¬
tam ve tam olmayan şeklinde ikiye ayr¬l¬r. Tam azami olas¬l¬k kural¬nda kanal olas¬l¬k-
lar¬n¬n azami oldu¼gu birden fazla kod sözcü¼gü olmas¬halinde bu sözcükler aras¬nda
rastgele bir seçim yap¬l¬r. Tam olmayan azami olas¬l¬k kural¬nda ise böyle bir durumda
sözcü¼gün yeniden gönderilmesi istenir.

2. Asgari Uzakl¬k (Kod�Çözme) Kural¬

Kabul edelim ki bir C kodunun kod sözcükleri, çapraz olas¬l¬¼g¬p (< 1=2) olan bir
·ISK üzerinden gönderiliyor olsun. E¼ger bir n�uzunluklu bir x sözcü¼gü al¬n¬r ise bu
durumda herhangi bir (n�uzunluklu) c 2 C için ileri yönlü kanal olas¬l¬¼g¬

P( x j c ) = pe(1� p)n�e
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şeklindedir. Burada e; x ile c sözcüklerinin birbirlerinden farkl¬olduklar¬(veya ayr¬ld¬k-
lar¬) basamaklar¬n say¬s¬n¬ temsil etmektedir. p < 1=2 oldu¼gundan 1 � p > p olur.
Böylece bu olas¬l¬¼g¬n de¼geri n � e de¼geri büyüdükçe, başka bir deyi̧sle de e de¼geri
küçüldükçe, artar. Buna göre, bu olas¬l¬k, e�nin mümkün oldu¼gunca küçük tutulabildi¼gi
bir c sözcü¼gü için azami de¼gere sahiptir. Burada sözü edilen e say¬s¬, bizi, aşa¼g¬daki
tan¬mda oldu¼gu gibi verilen bir uzakl¬k kavram¬n¬ortaya atmaya itmektedir:

Tan¬m Bir A alfabesi üzerinde n�uzunluklu x ve y gibi iki sözcük alal¬m. x ve y
aras¬ndaki uzakl¬k (ya da Hamming uzakl¬¼g¬), x ve y �nin birbirinden ayr¬ld¬¼g¬
basamaklar¬n say¬s¬ olarak tan¬mlan¬r ve d(x;y) şeklinde gösterilir. Buna göre x =
x1 : : : xn, y = y1 : : : yn ve xi ile yi simgelerini 1�uzunluklu sözcükler olarak düşünmek
suretiyle

d(xi; yi) =

�
1; xi 6= yi
0; xi = yi

dersek,
d(x; y) = d(x1; y1) + � � �+ d(xn; yn)

olarak yaz¬labilir.

Örnek 3 A = f0; 1; 2g olmak üzere x = 201102, y = 101212, ve z = 200020 denirse
bu durumda

d(x; y) = 3

d(x; z) = 4

d(y; z) = 5

elde edilir.

Önerme 1 x, y ve z, A üzerinde n�uzunluklu sözcükler olsun.Buna göre
(i) 0 � d(x;y) � n:
(ii) d(x;y) = 0 () x = y:
(iii) d(x;y) = d(y;x)
(iv)

�
Üçgen eşitsizli¼gi

�
d(x;z) � d(x;y) + d(y;z):

Kan¬t. (i), (ii) ve (iii) k¬s¬mlar¬tan¬mdan aç¬kça görülebilir. (iv) için x = x1 : : : xn;
y = y1 : : : yn ve z = z1 : : : zn olsun. Bir 1 � i � n için, xi = zi ise d(xi; zi) = 0
olaca¼g¬ndan d(xi; zi) � d(xi; yi) + d(yi; zi) olur. Öte yandan xi 6= zi oldu¼gunda xi 6= yi
veya yi 6= zi olaca¼g¬ndan d(xi; zi) = 1 � d(xi; yi) + d(yi; zi) elde edilir. d(x;z) =
d(x1; z1) + � � �+ d(xn; zn) yaz¬labildi¼ginden kan¬t tamamlanm¬̧s olur.

Kabul edelim ki bir C kodunun kod sözcükleri bir ileti̧sim kanal¬üzerinden gönde-
riliyor olsun. Asgari uzakl¬k kod çözme kural¬na göre, e¼ger c x ; sözcü¼gü için

d( x j c ); c 2 C

uzakl¬klar¬asgari de¼ger al¬yor ise, yani

d( x j c x ) = min
c 2 C

d( x j c )

ise o zaman x sözcü¼gü c x olarak çözülür. Azami olas¬l¬k kural¬nda oldu¼gu gibi asgari
uzakl¬k kural¬da tam ve tam olamayan olmak üzere iki çeşittir.
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Teorem 2 Bir ·ISK için azami olas¬l¬k kural¬ile asgari uzakl¬k kural¬denktir.

Kan¬t. Simetrik kanal¬n çapraz olas¬l¬¼g¬p < 1=2 olsun. Kullan¬lan kodu C ile, ak-
tar¬mda al¬nan n�uzunluklu bir sözcü¼gü de x ile gösterelim. n�uzunluklu herhangi bir
c kod sözcü¼gü için

d( x j c ) = i () P( x j c ) = pi(1� p)n�i

olur. p < 1=2 oldu¼gundan

p0(1� p)n > p1(1� p)n�1 > p2(1� p)n�2 > � � � > pn(1� p)0

yazabiliriz. Tan¬ma göre azami olas¬l¬k kural¬, x sözcü¼günü P( x j c ) de¼gerini en
büyük, yani d( x j c ) de¼gerini en küçük yapan bir c kod sözcü¼gü olarak çözer (ya
da, tam olmayan kural uygulan¬yorsa, c tek olmad¬¼g¬nda yeniden gönderim ister) ve
dolay¬s¬yla da asgari uzakl¬k kural¬ile ayn¬i̧si yapm¬̧s olur.

Örnek 4 C = f0000; 0011; 1000; 1100; 0001; 1001g kodunun sözcükleri bir ·ISK üzerinden
gönderiliyor olsun. x = 0111 sözcü¼gü al¬nm¬̧s ise asgari uzakl¬k kod çözme kural¬na
göre x, 0011 kod sözcü¼gü olarak çözülür.

Örnek 5 C = f000; 011g ikili kodu için bir tam olmayan asgari uzakl¬k kod çözme
tablosu yapal¬m:

al¬nan x d( x j 000) d( x j 011) çözülen

000 0 2 000
100 1 3 000
010 1 1 �
001 1 1 �
110 2 2 �
101 2 2 �
011 2 0 011
111 3 1 011

2.3 Bir Kodun Uzakl¬¼g¬

Uzunluk ve büyüklük gibi iki özellikten sonra bir kod için önemli başka bir özellik te o
kodun uzakl¬¼g¬d¬r.

Tan¬m En az iki sözcük içeren bir C kodu için, C�nin (asgari) uzakl¬¼g¬

d(C) = minfd(x; y) : x; y 2 C; x 6= yg

olarak tan¬mlan¬r.
Uzunlu¼gu n; büyüklü¼gü M ve uzakl¬¼g¬d olan bir kod için (n;M; d)�kodu ifadesi

kullan¬l¬r. n; M ve d say¬lar¬na kodun parametreleri denir.
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Örnek 6 C = f0000; 0101; 1111g ikili kodu için d(C) = 2 olarak hesaplan¬r.

d(0000; 0101) = 2;

d(0000; 1111) = 4;

d(0101; 1111) = 2:

Buna göre C bir (5; 3; 2)�ikili kodudur.

Örnek 7 C = f10201; 21012; 12021; 20102; 02120g kodu için d(C) = 3 olur. Buna göre
C bir (5; 5; 3)�üçlü kodudur.

Tan¬m u bir pozitif tamsay¬ ve C bir kod olsun. E¼ger C�nin her bir kod sözcü¼gü
üzerinde u ya da daha az say¬da hata meydana geldi¼ginde, ortaya ç¬kan, bir kod sözcü¼gü
de¼gilse C koduna bir u�hata sezici kod ad¬verilir. E¼ger bir kod u�hata sezici oldu¼gu
halde (u + 1)�hata sezici kod de¼gilse o zaman bu kod için tam�u�hata sezici kod
denir.

Örnek 8 C = f00000; 11000; 11111g şeklinde tan¬mlanan bir C ikili kodu, 1�hata
sezici koddur.

00000
2 hata�������! 11000

00000
5 hata�������! 11111

11000
3 hata�������! 11111

Asl¬nda C bir tam�1�hata sezici koddur. Çünkü 00000 sözcü¼günün ilk iki hanesini
de¼giştirerek geçerli bir kod sözcü¼gü olan 11000 elde ediliyor. C = f000000; 111000; 111222g
üçlü kodu ise bir tam�2�hata sezici koddur.

000000
3 hata�������! 111000

000000
6 hata�������! 111222

111000
3 hata�������! 111222

Teorem 3 Bir C kodu u�hata sezicidir ancak ve ancak d(C) � u+1: Başka bir deyişle
uzakl¬¼g¬d olan bir kod tam�(d� 1)�hata sezici koddur.

Kan¬t. Önce d(C) � u + 1 olsun. Bir c 2 C üzerinde en fazla u adet hata yap¬l¬rsa,
yani en fazla u adet basamak de¼gi̧stirilirse elde edilen x sözcü¼gü için

1 � d(c; x) � u < d(C)

olur. Bu durumda, uzakl¬k tan¬m¬ndan dolay¬, x =2 C elde edilir. Yani C u�hata
sezicidir.
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Tersine e¼ger d(C) < u+ 1; yani d(C) � u al¬n¬rsa, 1 � d(c1;c2) = d(C) � u olacak
şekilde c1;c2 2 C sözcükleri vard¬r. Dolay¬s¬yla c1 kod sözcü¼gü üzerinde en fazla u
adet hata meydana getirerek c2 kod sözcü¼günü elde etmek mümkündür. Buna göre C
kodu bir u�hata sezici kod olamaz. Böylece kan¬t¬n ilk k¬sm¬tamamlanm¬̧s olur. ·Ikinci
k¬s¬m için, uzakl¬¼g¬d olan bir C kodu alal¬m. Birinci k¬s¬mdan dolay¬C kodunun bir
(d � 1)�hata sezici kod olaca¼g¬aç¬kt¬r. E¼ger C; d�hata sezici olsayd¬ tekrar birinci
ks¬mdan dolay¬d(C) � d + 1 olmas¬gerekirdi. Dolay¬s¬yla C bir tam�(d � 1)�hata
düzeltici koddur.

Tan¬m v bir pozitif tamsay¬ve C bir kod olsun. E¼ger tam olmayan asgari uzakl¬k kod
çözme kural¬ile C�nin kod sözcükleri üzerinde v veya daha az say¬da hata düzeltilebiliyor
ise C koduna v�hata düzeltici kod denir. E¼ger bir kod v�hata düzeltici oldu¼gu halde
(v + 1)�hata düzeltici kod de¼gilse o zaman bu kod için tam�v�hata düzeltici kod
denir.

Örnek 9 C = f000; 111g kodunu ele alal¬m. Asgari uzakl¬k kural¬na göre
1: 000 gönderilir ve yaln¬z bir hata meydana gelirse, 100; 010 veya 001 olarak al¬nan

kod sözcü¼gü, 000 olarak çözülür.
2: 111 gönderilir ve yaln¬z bir hata meydana gelirse, 011; 101 veya 110 olarak al¬nan

kod sözcü¼gü, 111 olarak çözülür.
Dolay¬s¬yla, C kodu bir 1�hata düzeltici koddur. Asgari uzakl¬k kural¬, C kodunun

sözcükleri üzerinde meydana gelebilecek iki adet hata sonucu oluşacak sözcükleri yanl¬̧s
çözece¼ginden (neden?) C kodu tam�1�hata düzeltici kod olur.

Teorem 4 Bir C kodu v�hata düzelticidir ancak ve ancak d(C) � 2v + 1: Başka bir
deyişle uzakl¬¼g¬ d olan bir kod tam�b(d� 1)=2c�hata düzeltici koddur. Burada bxc ;
x�den büyük olmayan en büyük tamsay¬d¬r.

Kan¬t. (() d(C) � 2v + 1 olsun. c gönderilen kod sözcü¼gü ve x ise al¬nan sözcük
olsun. Aktar¬mda v ya da daha az say¬da hata meydana gelmi̧s ise d(x;c) � v olur. Bu
durumda herhangi bir c0 2 C; c0 6=c kod sözcü¼gü için

d(x; c0) � d(c; c0)� d(x; c)
� 2v + 1� v = v + 1 > d(x; c)

Böylece asgari uzakl¬k kural¬uygulan¬rsa, x sözcü¼gü c olarak çözülür. Dolay¬s¬yla C
bir v�hata düzeltici koddur.
()) C bir v�hata düzeltici kod olsun. d(C) < 2v + 1 ise d(c;c0) = d(C) � 2v

olacak şekilde birbirinden farkl¬c, c0 2 C kod sözcükleri vard¬r. c gönderildi¼ginde ve
en fazla v adet hata meydana geldi¼ginde, tam olmayan asgari uzakl¬k kural¬n¬n al¬nan
sözcü¼gü c0 olarak çözebilece¼gini ya da çak¬̧sma bildirece¼gini gösterece¼giz. Bu durum
C�nin v�hata düzeltici olmas¬ile çeli̧sece¼ginden d(C) � 2v + 1 elde edilecektir.
E¼ger d(c;c0) < v+1 ise c kod sözcü¼gü en fazla v adet hata yap¬larak c0 kod sözcü¼güne

dönüştürülebilir ve dolay¬s¬yla da hata sezilemeyece¼gi için düzeltilemez. Bu durum
C�nin v�hata düzeltici olmas¬ile çeli̧sece¼ginden d(c;c0) � v+1 olur. Genelli¼gi bozmadan
c ve c0 kod sözcüklerinin ilk d = d(C) basamakta fark etti¼gini kabul edebiliriz. Burada
v + 1 � d � 2v dir. E¼ger

x = x1 : : : xv| {z }xv+1 : : : xd| {z }xd+1 : : : xn| {z }
c0 ile c ile ikisi ile de

çak¬̧s¬r çak¬̧s¬r çak¬̧s¬r
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şeklinde bir sözcük al¬n¬rsa, her y 2 C, y 6= c0; için

d(x; y) + d� v = d(x; y) + d(x; c0) � d(c0; y) � d

ve buradan da
d(x; y) � v

elde edilir. Ayr¬ca
d(x; c0) = d� v � v = d(x; c)

olaca¼g¬ndan ya d(x; c0) < d(x; c) �ki bu durumda x sözcü¼gü c0 olarak çözülür�ya da
d(x; c0) = d(x; c) olur �ki bu durumda da çak¬̧sma bildirilir.
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3 Sonlu Cisimler
3.1 Cisim Kavram¬

Tan¬m F boş olmayan bir küme olsun. F�nin elemanlar¬aras¬nda + ve � ile göstere-
ce¼gimiz, s¬ras¬yla toplama ve çarpma ad¬nda, iki tane ikili işlem tan¬mlanm¬̧s olsun.
(F;+; �) üçlüsü aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼gl¬yorsa, bu üçlüye bir cisim denir:
Her a; b; c 2 F için;

(i) Kapal¬l¬k: a+ b; a � b 2 F:

(ii) De¼gişme özelli¼gi: a+ b = b+ a ve a � b = b � a:

(iii) Birleşme özelli¼gi: (a+ b) + c = a+ (b+ c) ve a � (b � c) = (a � b) � c:

(iv) Da¼g¬lma özelli¼gi: a � (b+ c) = a � b+ a � c:

(v) Birim eleman: F içinde toplamsal ve çarp¬msal birim olarak an¬lan ve, s¬ras¬yla,
0 ve 1 olarak gösterilen aşa¼g¬daki özelliklere sahip birbirinden farkl¬ iki eleman
vard¬r:
Her a 2 F için,

(v�a) a+ 0 = a;
(v�b) a � 1 = a;
(v�c) a+ (�a) = 0 olacak şekilde F�nin bir ��a�eleman¬vard¬r;
(v�d) a 6= 0 ise a � a�1 = 1 olacak şekilde F�nin bir a�1 eleman¬vard¬r.

Yukar¬daki tan¬mda yer alan a�b ifadesi yerine genellikle daha basit olan ab gösterim-
ini, Fnf0g kümesi yerine de F � gösterimini kullanaca¼g¬z. Tan¬mdan kolayca görülebilir
ki F � kümesi F�deki çarpma i̧slemine göre bir Abelyan gruptur. F cisminin toplamsal
ve çarp¬msal birim elemanlar¬n¬n başka gösterimlerle kar¬̧smas¬olas¬l¬¼g¬bulundu¼gunda
0 yerine 0F ve 1 yerine de 1F gösterimlerini tercih edece¼giz. Ayr¬ca a; b 2 F için a+(�b)
ifadesi için a� b gösterimini kullanaca¼g¬z.

Örnek 1 (i) ·Iyi bilinen cisimler aras¬nda Q; rasyonel say¬lar cismi, R; reel say¬lar
cismi ve C; karmaş¬k say¬lar cismi say¬labilir. Yukar¬daki aksiyomlar¬n bu üç küme
için de sa¼gland¬¼g¬kolayca gösterilebilir. Ancak, sonsuz eleman içeriyor olmalar¬ndan
ötürü biz bu cisimlerin hiçbiri ile ilgilenmeyece¼giz.

(ii) Z2 ile gösterdi¼gimiz f0; 1g kümesi, aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanan işlemlerle birlikte
bir cisimdir.

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

� 0 1
0 0 0
1 0 1

Z2 sahip olabilece¼gimiz en küçük cisimdir!

Lemma 1 F bir cisim ve a; b 2 F olsun. Buna göre
(i) a � 0 = 0;
(ii) �(ab) = (�a)b = a(�b): Özel olarak (�1) � a = �a;
(iii) ab = 0 ise a = 0 veya b = 0:
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Kan¬t. (i) Da¼g¬lma özelli¼gi kullan¬larak a � 0 = a � (0 + 0) = a � 0 + a � 0 elde edilir.
Eşitli¼gin her iki taraf¬a � 0 eleman¬ile toplan¬rsa, a � 0 = 0 bulunur.
(ii) 0 = 0�b = (a+(�a))�b = ab+(�a)b yaz¬labilir. Buna göre ab ile (�a)b elemanlar¬

birbirlerinin toplamsal tersleridir. Yani �(ab) = (�a)b: Benzer şekilde �(ab) = a(�b)
oldu¼gu da gösterilebilir. Özel olarak b = �1 al¬n¬rsa ikinci k¬s¬m da elde edilir.
(iii) a 6= 0 ise 0 = a�1 � 0 = a�1(ab) = (a�1a)b = 1 � b = b bulunur.

Cisimlere örnek verirken Z = f0;�1;�2; : : :g tamsay¬lar kümesini saymad¬¼g¬m¬za
dikkat ediniz. Gerçekten tamsay¬lar kümesi cisim aksiyomlar¬ndan (v-d) koşulunu
sa¼glamamaktad¬r. Ancak yine de tamsay¬lar üzerinde bir cebirsel yap¬mevcuttur.
Bu yap¬lara halka diyece¼giz: Cisim aksiyomlar¬ndan (v�d) d¬̧s¬ndaki tüm aksiyomlar¬
sa¼glayan boştan farkl¬bir kümeye (de¼gi̧smeli) halka denir. Buna göre Z bir halkad¬r.
Bu halkaya tamsay¬lar halkas¬ diyece¼giz. Bir F cismi üzerindeki bütün polinomlar¬n
kümesi,

F [x] = fa0 + a1x+ � � �+ anxn : ai 2 F; n � 0g;
polinomlar aras¬ndaki bilinen toplama ve çarpma i̧slemleri alt¬nda bir halka oluşturur.

Tan¬m a; b ve m (m > 1) birer tamsay¬olsun. E¼ger m say¬s¬a � b say¬s¬n¬böler ise
(simgesel olarak, m j a� b)

�a, b�ye m modülüne göre denktir�

denir ve
a � b (mod m)

şeklinde gösterilir.

Örnek 2 25 � 7 (mod 9)
x � 0 (mod m) () m j x
x � 0 (mod 2) () x çift say¬
x � 1 (mod 2) () x tek say¬

a ve m tamsay¬lar¬ için, bölüm algoritmas¬n¬ kullanarak, tek türlü belirli bir r
tamsay¬s¬için a = mq + r ve 0 � r < m olacak şekilde bir q tamsay¬s¬bulunabilir.
Dolay¬s¬yla a say¬s¬, m modülüne göre 0; 1; : : : ;m� 1 say¬lar¬ndan bir ve yaln¬z birine
denktir. Buradaki r say¬s¬na a�n¬nm ile bölümünden kalan denir. r kalan¬(a (mod m))
şeklinde gösterilir.

a � b (mod m) ve c � d (mod m) ise

a� c � b� d (mod m)
ac � bd (mod m)

olur.
Bir m > 1 tamsay¬s¬ için m modülüne göre tüm kalanlar¬n kümesini, yani

f0; 1; : : : ;m � 1g kümesini Zm veya Z=(m) şeklinde gösterece¼giz. Zm kümesinin el-
emanlar¬aras¬nda � ve 
 ile gösterece¼gimiz iki tane i̧slem aşa¼g¬daki gibi tan¬mlans¬n:

a� b = (a+ b (mod m))

a
 b = (ab (mod m))

Kolayca görülebilir ki bu i̧slemlerle birlikte Zm kümesi bir halkad¬r. Bundan sonra Zm
halkas¬üzerindeki � ve 
 i̧slemlerini s¬ras¬yla + ve : şeklinde gösterece¼giz.
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Örnek 3 Daha önce Z2 ile gösterdi¼gimiz iki elemanl¬ cisim, tam olarak m = 2 için
yukar¬daki gibi tan¬mlanan halkad¬r. Özel olarak s¬f¬rdan farkl¬her eleman¬n çarpma
işlemine göre tersi bulundu¼gundan bu halka bir cisimdir.

Örnek 4 m = 4 alarak dört elemanl¬Z4 halkas¬n¬ tan¬mlayabiliriz. Z4 halkas¬ için
toplam ve çarp¬m tablolar¬aşa¼g¬daki gibi verilebilir:

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

� 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

Dikkat edilirse Z4 halkas¬cisim de¼gildir. Çünkü çarp¬m tablosundan da görülebile-
ce¼gi gibi 2 eleman¬n¬n çarp¬msal tersi yoktur.

Yukar¬daki iki örnekten de görülebilece¼gi gibi Zm, baz¬m say¬lar¬için cisim, di¼ger
baz¬m say¬lar¬için de yaln¬zca bir halkad¬r. Aşa¼g¬daki teorem ile bu durumu aç¬kl¬¼ga
kavuşturaca¼g¬z.

Teorem 2 Zm bir cisimdir ancak ve ancak m bir asal say¬d¬r.

Kan¬t. Kabul edelim ki m bir asal say¬olmas¬n. Bu durumda m = ab olacak şekilde
1 < a; b < m say¬lar¬bulunabilir. Böylece Zm içinde a 6= 0 ve b 6= 0 oldu¼gu halde
0 = m = a � b olaca¼g¬ndan Lemma 1 (iii) den dolay¬Zm cisim olamaz.
Şimdi m bir asal say¬ olsun. Bir a 2 Zm için 0 < a < m oldu¼gundan a ile m

aralar¬nda asald¬r. Buna göre ua + vm = 1 oacak şekilde u ve v tamsay¬lar¬vard¬r.
Burada özel olarak 0 � u � m � 1 seçebiliriz. Böylece ua � 1 (mod m) elde edilir.
Dolay¬s¬yla u = a�1; yani a eleman¬n¬n Zm içinde bir çarp¬msal tersi vard¬r. a 6= 0 key�
olarak seçildi¼ginden Zm halkas¬bir cisim olur.

Bir R halkas¬ve n � 1 tamsay¬s¬için a 2 R ise na ya da n � a ifadesi ile
nX
i=1

a = a+ a+ � � �+ a| {z }
n

toplam¬kastedilmektedir. 0 � a = 0R ve her n < 0 tamsay¬s¬için n � a = �(jnj � a) =
jnj � (�a) olarak tan¬mlans¬n. Buna göre aşa¼g¬daki önermeyi verebiliriz.

Önerme 3 R bir halka, m;n 2 Z ve a; b 2 R olsun. Buna göre

(i) m � a = (m � 1R)a:

(ii) (m � a)(n � b) = (mn) � (ab): Özel olarak, (mn) � 1R = (m � 1R)(n � 1R):

(iii) (mn) � a = m � (n � a) = n � (m � a):

(iv) (m+ n) � a = m � a+ n � a:

(v) n � (a+ b) = n � a+ n � b:
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Kan¬t. (i) m > 0 olsun. Buna göre

a+ � � �+ a| {z }
m

= (1R + � � �+ 1R| {z }
m

)a = (m � 1R)a

olur. m = 0 ise m � a = 0 = 0R � a = (m � 1R)a bulunur. m < 0 olsun. Buna göre

m � a = �(jmj � a) = �[(jmj � 1R)a] = [�(jmj � 1R)]a = [(�jmj) � 1R]a = (m � 1R)a

elde edilir.
(ii) m;n > 0 ise

(m � a)(n � b) =
m

(
z }| {
a+ � � �+ a)

n

(
z }| {
b+ � � �+ b) =

mnz }| {
ab+ � � �+ ab = (mn) � (ab)

olur. m ya da n�den en az biri s¬f¬r ise i̧simiz tamam. m ya da n den biri, diyelim ki
m; negatif olsun. Bu durumda jmj > 0 olaca¼g¬ndan

(m � a)(n � b) = [�(jmj � a)](n � b) = �[(jmj � a)(n � b)]
= �[(jmjn) � (ab)] = (�jmjn) � (ab)
= (mn) � (ab)

elde edilir.
(iii) (mn) � a (ii)= (m � 1R)(n � a)

(i)
= m � (n � a)

Tan¬m F bir cisim olsun. E¼ger n � 1F = 0 olacak şekilde bir n pozitif tamsay¬s¬varsa
bu n say¬lar¬n¬n en küçü¼güne F cisminin karakteristi¼gi denir. E¼ger böyle bir n say¬s¬
bulunamaz ise o zaman F cisminin karakteristi¼gi s¬f¬rd¬r diyece¼giz.

Kolayca görülebilir ki bir F cismi ve bir n pozitif tamsay¬s¬için n � 1F = 0 ancak
ve ancak her a 2 F için n � a = 0: Buna göre bir cismin karakteristi¼gi s¬f¬rdan farkl¬ise
bu say¬, o cismin bütün elemanlar¬n¬s¬f¬rlayan en küçük pozitif tamsay¬d¬r.

Örnek 5 Q; R ve C cisimlerinin karakteristi¼gi s¬f¬rd¬r. p bir asal say¬olmak üzere Zp
cisminin karakteristi¼gi p say¬s¬d¬r.

Teorem 4 Bir cismin karakteristi¼gi ya s¬f¬rd¬r ya da bir asal say¬d¬r.

Kan¬t. Kabul edelim ki bir F cisminin karakteristi¼gi s¬f¬rdan farkl¬bir p say¬s¬olsun.
1 � 1 = 1 6= 0 oldu¼gundan p 6= 1 dir. Kabul edelim ki p asal olmas¬n. Bu taktirde
p = mn olacak şekilde 1 < m;n < p tamsay¬lar¬vard¬r. a = m � 1F ve b = n � 1F olsun.
Buna göre, Önerme 3 (ii)�den,

a � b = (m � 1F )(n � 1F ) = (mn) � 1F = p � 1F = 0

olur. Lemma 1 (iii) den, a = 0 veya b = 0 bulunur. m � 1F = 0 veya n � 1F = 0
olaca¼g¬ndan bu durum p say¬s¬n¬n seçimi ile çeli̧sir.

E ve F iki cisim ve F � E olsun. E¼ger E üzerindeki toplama ve çarpma i̧slemleri
F�ye k¬s¬tland¬¼g¬nda, F üzerindeki toplama ve çarpma i̧slemleri ile ayn¬ oluyorsa F
cismine E�nin bir altcismi denir.
Örne¼gin Q rasyonel say¬lar cismi, hem R reel say¬lar cisminin, hem de C karmaş¬k

say¬lar cisminin bir altcismidir. Ayr¬ca R de C�nin bir altcismidir.
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Lemma 5 F bir cisim ve E � F olsun. Buna göre E, F�nin bir altcismidir ancak ve
ancak 1F 2 E ve her a; b 2 E (b 6= 0) için, a� b; ab�1 2 E olur.

Kan¬t. ()) gerektirmesi aç¬k oldu¼gundan yaln¬zca (() gerektirmesini kan¬tlayaca¼g¬z.
E üzerinde tan¬ml¬toplama ve çarpma i̧slemleri, F�nin i̧slemleri oldu¼gundan yaln¬zca
E�nin bir cisim oldu¼gunu göstermek yeterlidir. a; b 2 E olsun. a 2 E oldu¼gundan,
kabulümüzden dolay¬, 0 = a � a 2 E olur. Şimdi 0 2 E oldu¼gundan �b = 0 � b 2 E
elde edilir. Dolay¬s¬yla a + b = a � (�b) 2 E olur. Böylece E toplama i̧slemine göre
kapal¬d¬r. Şimdi b 6= 0 oldu¼gunu varsayal¬m. 1F 2 E oldu¼gundan b�1 = 1F b

�1 2 E
olca¼g¬ndan ab = a(b�1)�1 2 E elde edilir. Yani E, çarpmaya göre de kapal¬d¬r. E,
F�nin bir altkümesi ve F de bir cisim oldu¼gundan (ii), (iii) ve (iv) numaral¬ cisim
aksiyomlar¬sa¼glan¬r. Böylece E bir cisim olur.

E ve F iki cisim olsun. E�den F�ye birebir ve örten f : E ! F dönüşümü tan¬m-
lanabiliyor olsun. E¼ger her x; y 2 E için f(x + y) = f(x) + f(y) ve f(xy) = f(x)f(y)
ise E ve F cisimleri için eşyap¬l¬cisimler denir. Bu durumda f dönüşümüne de bir
eşyap¬dönüşümü diyece¼giz. Eşyap¬l¬cisimler, cebirsel olarak, birbirlerinin yerlerini
tutabilen cisimlerdir. Çünkü bu cisimlerin elemanlar¬, i̧slem tablolar¬bozulmayacak
şekilde birebir eşlenebilmektedir. Örne¼gin F = fa; bg kümesi,

� a b
a a b
b b a

� a b
a a a
b a b

şeklinde tan¬mlanan � ve � i̧slemleri ile birlikte bir cisim olur. Asl¬nda bu cisim Z2
cismi ile eşyap¬l¬d¬r. Çünkü yukar¬daki tablolarda � yerine +; � yerine �, a ve b yerine
de s¬ras¬yla 0 ve 1 yaz¬l¬rsa Z2 üzerinde tan¬mlanan + ve � i̧slemlerinin tablolar¬elde
edilmi̧s olur. Böylece �iki cisim cebirsel olarak ayn¬yap¬ya sahiptir�diyebiliriz.

Önerme 6 F , karakteristi¼gi p olan bir cisim olsun. Buna göre F�nin p elemanl¬bir
altcismi vard¬r. Gerçekte bu altcisim Zp ile eşyap¬l¬d¬r.

Kan¬t. F�nin
S = fn � 1F : n 2 Zg

altkümesini alal¬m. Öncelikle

S = fr � 1F : r 2 Z; 0 � r < pg = f0F ; 1F ; 2 � 1F ; : : : ; (p� 1) � 1Fg

oldu¼gunu gösterece¼giz. x 2 S olsun. Buna göre x = n �1F olacak şekilde bir n tamsay¬s¬
vard¬r. Bölüm algoritmas¬ndan dolay¬

n = pq + r; 0 � r < p

olacak şekilde tek türlü belirli r say¬s¬ile bir q tamsay¬s¬bulunabilir. Buradan, Önerme
3�ün (iii). ve (iv). ş¬klar¬n¬kullanarak,

x = n � 1F = (pq + r) � 1F = (pq) � 1F + r � 1F = q � (p � 1F| {z }
0

) + r � 1F = r � 1F
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elde ederiz. Böylece yukar¬daki eşitlik gösterilmi̧s olur. 0 � r; s < p olmak üzere S�nin
r �1F ve s �1F gibi iki eleman¬na F�nin + ve � i̧slemleri uygulan¬rsa, Önerme 3 gere¼gince,

(r � 1F ) + (s � 1F ) = (r + s) � 1F = (r + s (mod p)) � 1F
(r � 1F )(s � 1F ) = (rs) � 1F = (rs (mod p)) � 1F

elde edilir. Bundan sonra, Lemma 5 de kullanarak, S�nin, F�nin Zp ile eşyap¬l¬bir
altcismi oldu¼gunu görmek zor de¼gildir.

Yukar¬daki önermede geçen p elemanl¬altcisme, F�nin asal cismi denir. Aşa¼g¬daki
teoremin do¼grudan bir sonucu olarak, asal cisim F�nin en küçük altcismi olur.

Teorem 7 F karakteristi¼gi p olan sonlu bir cisim ise F�nin, bir n � 1 tamsay¬s¬için,
pn tane eleman¬vard¬r.

Kan¬t. F � kümesinden bir �1 eleman¬seçelim. Öncelikle 0 � �1; 1 � �1; : : : ; (p� 1) � �1
elemanlar¬n¬n iki̧ser iki̧ser birbirlerinden farkl¬olduklar¬n¬gösterece¼giz. Kabul edelim
ki 0 � i � j � p�1 için i��1 = j ��1 olsun. Buna göre (j�i)��1 = 0 ve 0 � j�i � p�1
olur. F�nin karakteristi¼gi p oldu¼gundan j � i = 0; yani j = i elde edilir.
E¼ger F = f0 � �1; 1 � �1; : : : ; (p � 1) � �1g ise i̧simiz tamam. Aksi halde

Fn f0 � �1; 1 � �1; : : : ; (p � 1) � �1g kümesinden bir �2 eleman¬seçebiliriz. Şimdi ise
0 � a1; a2 � p � 1 olmak üzere, mümkün olan tüm (a1; a2) ikilileri için yaz¬labilecek
a1�1 + a2�2 elemanlar¬n¬n iki̧ser iki̧ser birbirlerinden farkl¬ olduklar¬n¬ gösterece¼giz.
Kabul edelim ki 0 � a1; a2; b1; b2 � p� 1 için

a1�1 + a2�2 = b1�1 + b2�2

olsun. E¼ger a2 6= b2 ise bu durumda

�2 = [(b2 � a2) � 1F ]�1(a1 � b1)�1 = [(b2 � a2) � 1F ]�1[(a1 � b1) � 1F ] � �1

olur. [(b2 � a2) � 1F ]�1[(a1 � b1) � 1F ] eleman¬F�nin asal cismi içinde olaca¼g¬ndan bir
0 � n � p� 1 için

[(b2 � a2) � 1F ]�1[(a1 � b1) � 1F ] = n � 1F
yaz¬labilir. Buna göre �2 = n � �1 elde edilir ki bu durum �2�nin seçimi ile çeli̧sir.
Dolay¬s¬yla a2 = b2 olur. Bir önceki ad¬mdan dolay¬da nihayet (a1; b1) = (a2; b2) elde
edilir. Bu şekilde devam edersek, F sonlu say¬da eleman içerdi¼ginden, öyle �1; : : : ; �n
elemanlar¬bulabiliriz ki

F = fa1�1 + � � �+ an�n : a1; : : : ; an 2 Zpg

ve (a1; : : : ; an) s¬ral¬n�lilerinin mümkün olan her seçimi için a1�1+ � � �+an�n tipindeki
elemanlar birbirlerinden farkl¬olur. Dolay¬s¬yla jF j = pn elde edilir.

3.2 Polinom Halkalar¬

Bir cisim üzerinde tan¬mlanan polinomlar¬n, bilinen polinom toplam¬ve çarp¬m¬ ile
birlikte halka yap¬s¬na sahip oldu¼gunu daha önce söylemi̧stik. Buna göre aşa¼g¬daki
tan¬m¬verebiliriz.
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Tan¬m F bir cisim olsun.

F [x] =

(
nX
i=0

aix
i : ai 2 F; n � 0

)

kümesine F üzerindeki polinom halkas¬ad¬ verilir. F [x] kümesinin her eleman¬na
bir polinom denir. P (x) =

Pn
i=0 aix

i polinomu için an 6= 0 ise n say¬s¬na P (x) poli-
nomunun derecesi denir ve der(P (x)) = n şeklinde yaz¬l¬r. Özel olarak der(0) = �1
olarak tan¬mlan¬r. a0; : : : ; an elemanlar¬n¬n herbirine P (x) =

Pn
i=0 aix

i polinomunun
katsay¬s¬ denir. Özel olarak a0 katsay¬s¬na P (x)�in sabit terimi, an katsay¬s¬na ise
P (x)�in başkatsay¬s¬ ad¬ verilir. P (x) =

Pn
i=0 aix

i polinomu için an = 1 ise o za-
man P (x) polinomuna bir monik polinom denir. Pozitif dereceli bir P (x) 2 F [x]
polinomu için P (x) = f(x)g(x) olacak şekilde dereceleri P (x)�in derecesinden küçük
sabit olmayan f(x); g(x) 2 F [x] polinomlar¬bulunabiliyor ise P (x) polinomuna F üz-
erinde indirgenebilir polinom ad¬verilir. (Aksi halde P (x) polinomuna F üzerinde
indirgenemez polinom denir.)

Örnek 6 (i) P (x) = x4+2x3+2x+2 2 Z3[x] polinomunun derecesi 4�tür. P (x), Z3
üzerinde bir indirgenebilir polinomdur çünkü P (x) = (x2 + 1)(x2 + 2x+ 2) yaz¬labilir.

(ii) g(x) = 1+x+x2 2 Z2[x] polinomu derecesi 2 olan bir indirgenemez polinomdur.
(iii) 1 + x+ x3 ve 1 + x2 + x3 polinomlar¬Z2 üzerinde indirgenemezdir.

Teorem 8 (Polinomlar için Bölüm Algoritmas¬) F bir cisim ve P (x); S(x) 2 F [x]
(P (x) 6= 0) olsun. der(P (x)) � 1 ise S(x) = P (x)Q(x) + R(x) ve R(x) = 0 veya
der(R(x)) < der(P (x)) olacak şekilde tek türlü belirli Q(x); R(x) 2 F [x] polinomlar¬
bulunabilir.

Tan¬m P (x); S(x); Q(x) ve R(x) yukar¬daki teoremde oldu¼gu gibi al¬ns¬n. R(x) poli-
nomuna S(x)�in P (x) ile bölümünden kalan ad¬verilir ve (S(x) (mod P (x))) ile gös-
terilir.

Örnek 7 Z5[x] halkas¬ndan 3x4 + 2x3 + 3x + 2 ve 2x2 + 1 polinomlar¬n¬düşünelim.
Do¼gal say¬lar aras¬ndaki bilinen bölme işleminin benzerini uygulayarak

3x4 + 2x3 + 3x+ 2 = (2x2 + 1)(4x2 + x+ 3) + 2x+ 4

bulunabilir. Buna göre 3x4 + 2x3 + 3x+ 2 polinomunun 2x2 + 1 ile bölümünden kalan
2x+ 4 polinomudur. Yani

(3x4 + 2x3 + 3x+ 2 (mod 2x2 + 1)) = 2x+ 4

Tan¬m F bir cisim ve P (x); Q(x) 2 F [x] olsun.
(i) E¼ger bir T (x) 2 F [x] polinomu için P (x) = T (x)S(x) olacak şekilde bir S(x) 2

F [x] polinomu varsa bu durumda T (x); P (x)�i böler denir ve T (x) j P (x) şeklinde
gösterilir. Burada P (x) polinomu için T (x) (ve elbette ki S(x)) polinomunun bir kat¬
denir.
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(ii) P (x) ve Q(x) polinomlar¬n¬ortak olarak bölen en büyük dereceli monik poli-
noma, P (x) ve Q(x) polinomlar¬n¬n en büyük ortak böleni denir ve (P (x); Q(x)) ile
gösterilir. E¼ger (P (x); Q(x)) = 1 ise �P (x) ile Q(x) aralar¬nda asald¬r�denir.

(iii) Hem P (x)�in hem de Q(x)�in kat¬olan en küçük dereceli monik polinoma P (x)
ve Q(x) polinomlar¬n¬n en küçük ortak kat¬denir ve [P (x); Q(x)] ile gösterilir.

Teorem 9 (Euclid Algoritmas¬) F bir cisim ve P (x); Q(x) 2 F [x] (Q(x) 6= 0) ol-
sun. Aşa¼g¬da verilen işlem dizisini rn(x) = 0 olana kadar uygulayal¬m:

P (x) = Q(x)t1(x) + r1(x); der(r1(x)) < der(Q(x))

Q(x) = r1(x)t2(x) + r2(x); der(r2(x)) < der(r1(x))

r1(x) = r2(x)t3(x) + r3(x); der(r3(x)) < der(r2(x))
...

rn�3(x) = rn�2(x)tn�1(x) + rn�1(x); der(rn�1(x)) < der(rn�2(x))

rn�2(x) = rn�1(x)tn(x) + rn(x); rn(x) = 0:

Buna göre rn�1(x)�in başkatsay¬s¬c ise (P (x); Q(x)) = c�1rn�1(x) olur.

Örnek 8 Z2[x] halkas¬nda, x5 + x4 + x2 + 1 ile x3 + x2 + x polinomlar¬n¬n en büyük
ortak bölenini Euclid Algoritmas¬�n¬kullanarak hesaplayal¬m:

x5 + x4 + x2 + 1 = (x3 + x2 + x)(x2 + 1) + x+ 1

x3 + x2 + x = (x+ 1)(x2 + 1) + 1

x+ 1 = 1(x+ 1) + 0

olaca¼g¬ndan (x5 + x4 + x2 + 1 ; x3 + x2 + x) = 1 elde edilir. Yani verilen polinomlar
aralar¬nda asald¬r.

Not (i) ·Indirgenemez polinomlar¬n, sabit polinomlar ve (bir sabit fark¬yla) kendisi
d¬̧s¬nda hiçbir polinoma bölünemeyen polinomlar oldu¼gu anlaş¬lmaktad¬r. (·Indirgene-
mez polinomlar¬n bu yönüyle asal say¬lara olan benzerli¼gine dikkat ediniz.)

(ii) Cebir kaynaklar¬n¬n pek ço¼gunda da görülebilece¼gi gibi, bir F cismi için, F [x]
polinom halkas¬ndaki sabit olmayan her polinom, (sabit fark¬yla tek türlü belirli) in-
dirgenemez polinomlar¬n bir sonlu çarp¬m¬şeklinde yaz¬labilmektedir. (F [x] polinom
halkas¬n¬n bu özelli¼gi ile asal çarpanlara ayr¬lma özelli¼gine sahip tamsay¬lar halkas¬na
ne kadar benzedi¼gine dikkat ediniz.)

(iii) Bir F cismi için P (x); Q(x) 2 F [x] olsun. Buna göre

P (x) = �p1(x)
a1 : : : pn(x)

anpn+1(x)
an+1 : : : pk(x)

ak

ve
Q(x) = �p1(x)

b1 : : : pn(x)
bnqn+1(x)

bn+1 : : : qt(x)
bt

olacak şekilde ai; bj > 0 tamsay¬lar¬(1 � i � k; 1 � j � t), �; � 2 F ve p1(x); : : : ; pk(x);
qn+1(x); : : : ; qt(x) 2 F [x] birbirinden farkl¬monik indirgenemez polinomlar¬ vard¬r.
Buna göre

(P (x); Q(x)) = p1(x)
minfa1;b1g : : : pn(x)

minfan;bng
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ve

[P (x); Q(x)] = p1(x)
maksfa1;b1g : : : pn(x)

maksfan;bngpn+1(x)
an+1 : : : pk(x)

akqn+1(x)
bn+1 : : : qt(x)

bt

yaz¬labilir. Buna göre P (x)Q(x) = (P (x); Q(x))[P (x); Q(x)] oldu¼gu kolayca görülebilir.

(iv) Yukar¬daki Euclid Algoritmas¬�ndan, t¬pk¬ tamsay¬larda oldu¼gu gibi,
P (x); Q(x) 2 F [x] gibi s¬f¬rdan farkl¬iki polinom için

(P (x); Q(x)) = P (x)u(x) +Q(x)v(x)

ve der(u(x)) < der(Q(x)); der(v(x)) < der(P (x)) olacak şekilde u(x); v(x) 2 F [x]
polinomlar¬bulunabilir. Örne¼gin daha önce Örnek 8�de, x5+x4+x2+1 ; x3+x2+x 2
Z2[x] polinomlar¬için

(x5 + x4 + x2 + 1 ; x3 + x2 + x) = 1

oldu¼gunu göstermi̧stik. Ayn¬algoritmadan, ad¬mlar¬n¬geri alarak,

1 =
�
x5 + x4 + x2 + 1

� �
x2 + 1

�
+
�
x3 + x2 + x

�
x4

eşitli¼gi elde edilebilir. Buna göre u(x) = x2 + 1 ve v(x) = x4 olur.

Yukar¬daki notlardan da anlaş¬laca¼g¬gibi Z tamsay¬lar halkas¬ile herhangi bir F
cismi için F [x] polinom halkas¬ aras¬nda asal say¬lar ile indirgenemez polinomlar¬n
kaŗs¬l¬k geldi¼gi birtak¬m benzerlikler vard¬r. Bu benzerliklere ek olarak, bir m tam-
say¬s¬için Zm = Z=(m) halkas¬n¬inşa etti¼gimiz gibi bir P (x) 2 F [x] polinomu için de
F [x]=(P (x)) halkas¬n¬inşa edebiliriz. Buna göre F [x]=(P (x)) = fr(x) : r(x) 2 F [x] ve
der(r(x)) < der(P (x))g ve herhangi r(x); s(x) 2 F [x]=(P (x)) için toplama ve çarpma
i̧slemleri s¬ras¬yla

r(x)� s(x) = (r(x) + s(x) (mod P (x)))
ve

r(x)
 s(x) = (r(x)s(x) (mod P (x)))
şeklinde tan¬mlan¬rsa, bu i̧slemlerle birlikte, F [x]=(P (x)) kümesinin bir halka olaca¼g¬n¬
görmek zor de¼gildir. Burada � ve 
 ile gösterdi¼gimiz toplama ve çarpma i̧slemleri için
de, daha önce oldu¼gu gibi, + ve � simgelerini kullanmaya devam edece¼giz.

Teorem 10 F bir cisim ve P (x) 2 F [x] olsun. F [x]=(P (x)) kümesi, yukar¬daki gibi
tan¬mlanan toplama ve çarpma işlemleri ile birlikte bir halkad¬r. Ayr¬ca, F [x]=(P (x))�in
cisim olmas¬için gerek ve yeter koşul P (x)�in F üzerinde indirgenemez olmas¬d¬r.

Kan¬t. Teorem 2�nin kan¬t¬nda kulland¬¼g¬m¬z yöntemin ayn¬s¬ kullan¬larak göste-
rilebilir.
Dikkat edilirse bir F cismi üzerinde derecesi n � 1 olan bir P (x) polinomu için

F [x]=(P (x)) halkas¬derecesi n�den küçük olan F üzerindeki tüm polinomlardan oluşur.
Yani

F [x]=(P (x)) = fa0 + a1x+ � � �+ an�1xn�1 : a0; : : : an�1 2 Fg:
Buna göre P (x) bir do¼grusal polinom (yani derecesi 1 olan bir polinom) ise F [x]=(P (x))
halkas¬F cisminin ta kendisidir.
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Örnek 9 (i) R[x]=(x2 + 1) halkas¬n¬ele alal¬m. R[x]=(x2 + 1) = fax + b : a; b 2 Rg
yaz¬labilir. x2+1 polinomu R üzerinde indirgenemez oldu¼gundan bu halka bir cisimdir.
Asl¬nda x ile i karmaş¬k say¬s¬ eşleştirilirse bu cismin C karmaş¬k saylar cismi ile
eşyap¬l¬oldu¼gu kolayca görülebilir.

(ii) Z2[x]=(x2 + 1) = f0; 1; x; 1 + xg halkas¬n¬ düşünelim. Bu halka üzerindeki
toplama ve çarpma işlem tablolalar¬aşa¼g¬daki gibi verilebilir:

+ 0 1 x 1 + x
0 0 1 x 1 + x
1 1 0 1 + x x
x x 1 + x 0 1

1 + x 1 + x x 1 0

� 0 1 x 1 + x
0 0 0 0 0
1 0 1 x 1 + x
x 0 x 1 1 + x

1 + x 0 1 + x 1 + x 0

Buna göre çarp¬m tablosuna bakarak bu halkan¬n bir cisim olamayaca¼g¬n¬söyleyebiliriz
((1 + x)2 = 0).

(iii) Şimdi de Z2[x]=(x2 + x+ 1) = f0; 1; x; 1 + xg halkas¬n¬ele alal¬m. x2 + x+ 1
polinomu Z2 üzerinde indirgenemez oldu¼gundan, Teorem 10�dan dolay¬ bu halka bir
cisim olur. Bunu, ayr¬ca, aşa¼g¬daki işlem tablolar¬na bakarak söylemek te mümkündür.

+ 0 1 x 1 + x
0 0 1 x 1 + x
1 1 0 1 + x x
x x 1 + x 0 1

1 + x 1 + x x 1 0

� 0 1 x 1 + x
0 0 0 0 0
1 0 1 x 1 + x
x 0 x 1 + x 1

1 + x 0 1 + x 1 x

Yukar¬daki yöntemle dört elemanl¬bir cisim inşa etmiş oluruz. Bu cismin eleman-
lar¬n¬n dereceleri en fazla 1 olan polinomlar oldu¼gu görülüyor. Fakat bu elemanlar¬
farkl¬yollarla yazmak ta mümkündür. Örne¼gin, bu polinomlar¬azalan kuvvet s¬ras¬na
göre yazd¬ktan sonra katsay¬lar¬n¬ayn¬s¬ra ile tekrar yazarak ikili düzende bir say¬elde
edebiliriz. Yani anxn+ � � �+ a1x+ a0 şeklindeki bir polinoma ikili düzendeki an : : : a1a0
say¬s¬karş¬l¬k gelir. Polinomlar¬ikili düzendeki bu say¬larla ifade edebilece¼gimiz gibi bu
say¬lar¬ ondal¬k düzende yazarak ta kullanabiliriz. Buna göre yukar¬da elde etti¼gimiz
cismin elemanlar¬n¬aşa¼g¬daki gibi dönüştürebiliriz:

polinom ikilik say¬ ondal¬k say¬
0 00 0
1 01 1
x 10 2
1 + x 11 3

Polinomlar¬ondal¬k düzende yazarak yeniden ifade edersek, yukar¬daki işlem tablolar¬
aşa¼g¬daki hale dönüşür:

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 0 3 2
2 2 3 0 1
3 3 2 1 0

� 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 3 1
3 0 3 1 2

Bu tablolar¬n Z4 halkas¬n¬n işlem tablolar¬ndan farkl¬oldu¼guna dikkat ediniz.
Yukar¬daki işlemi herhangi bir n > 1 tamsay¬s¬için Zn üzerindeki tüm polinomlara

genişletebiliriz.

23



3.3 Sonlu Cisimlerin Yap¬s¬

Bir önceki bölümde indirgenemez polinomlar¬ kullanarak nas¬l cisim inşa edebile-
ce¼gimizi gördük. Bu bölümde sonlu cisimlerin hepsinin bu yolla elde edilen cisimlerden
ibaret oldu¼gunu gösterece¼giz. Hat¬rlayacak olursak bir F cismi ile bir P (x) 2 F [x]
indirgenemez polinomu için F [x]=(P (x)) ile gösterdi¼gimiz bir cisim tan¬mlam¬̧st¬k. Bu
yeni cismin elemanlar¬n¬, x yerine � gösterimini kullanarak yeniden yazarsak (Örnek 9
(i)�de yapt¬¼g¬m¬za benzer olarak), daha önce tan¬mlanan toplama ve çarpma i̧slemlerini
yeni yaz¬lan elemanlar için taş¬mak suretiyle

F (�) = fa0 + a1�+ � � �+ an�1�n�1 : a0; : : : ; an�1 2 Fg

ile gösterilen ve F [x]=(P (x)) cismi ile eşyap¬l¬ bir cisim elde edebiliriz. Bu yolla
F [x]=(P (x)) cisminin elemanlar¬ile F üzerindeki polinomlar aras¬nda meydana gelebile-
cek bir kar¬̧s¬kl¬¼g¬n da önüne geçmi̧s oluruz. Burada bir a 2 F eleman¬n¬F (�) içindeki
a + 0� + � � � + 0�n�1 eleman¬ ile özdeş tutarak F � F (�) alabiliriz. Ayr¬ca tan¬m-
dan dolay¬P (�) = 0 olur. Dolay¬s¬yla F cismini P (x) polinomunun bir kökünü içeren
F (�) cismine geni̧sletmi̧s oluyoruz. Asl¬nda görece¼giz ki F�yi P (x) polinomunun bütün
köklerini içerecek şekilde geni̧sletebiliriz. Daha önce aşa¼g¬daki tan¬m¬verelim:

Tan¬m (i) E bir cisim ve F; E�nin bir altcismi ise E cismine F�nin bir genişlemesi
denir.

(ii) F bir cisim ve f(x) 2 F [x] olsun. E¼ger f(x); katsay¬lar¬F�nin eleman¬olan
birinci dereceden (do¼grusal) polinomlar¬n çarp¬m¬şeklide yaz¬labiliyor ise, yani

f(x) = �(x� �1) � � � (x� �n)

olacak şekilde �; �1; : : : ; �n 2 F elemanlar¬ bulunabiliyor ise, o zaman f(x) için "F
üzerinde do¼grusal çarpanlar¬na ayr¬labilir" denir.

(iii) F bir cisim ve f(x) 2 F [x] olsun. F�nin bir E genişlemesi için f(x);
E üzerinde do¼grusal çarpanlar¬na ayr¬labilir fakat E�nin F�yi içeren hiçbir öz alt-
cismi üzerinde do¼grusal çarpanlar¬na ayr¬lamaz ise E cismine f(x)�in (F üzerinde)
bir parçalan¬̧s cismi denir.

Örnek 10 (i) x2 + 1 2 Q[x] polinomunun parçalan¬̧s cismi, C karmaş¬k say¬lar cis-
minin Q(i) = fa+ bi : a; b 2 Qg altcismidir.

(ii) x2 � 2 2 Q[x] polinomunun parçalan¬̧s cismi, Q(
p
2) = fa + b

p
2 : a; b 2 Qg

cismidir.

Aşa¼g¬daki teorem herhangi bir cisim üzerindeki herhangi bir polinom için bir parçalan¬̧s
cismi bulabilece¼gimizi söylemekle kalm¬yor, ayn¬zamanda bir polinomun iki parçalan¬̧s
cisminin de eşyap¬l¬olaca¼g¬n¬söylüyor. As¬l konudan uzaklaşmamak amac¬yla bu teo-
remin kan¬t¬n¬burada vermeden geçece¼giz.

Teorem 11 F bir cisim ve f(x) 2 F [x] ise f(x)�in F üzerinde bir parçalan¬̧s cismi
vard¬r ve eşyap¬l¬olma fark¬yla tektir.

Lemma 12 F bir cisim ve jF j = q < 1 olsun. Buna göre her � 2 F için �q = �
olur.
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Kan¬t. � = 0 için durum aç¬kt¬r. � 6= 0 olsun. F � = f�1; : : : ; �q�1g olarak yazal¬m.
Buna göre F � = f��1; : : : ; ��q�1g yazabiliriz. Dolay¬s¬yla

�1 : : : �q�1 = ��1 : : : ��q�1 = �
q�1�1 : : : �q�1;

yani �q�1 = 1 elde edilir. Dolay¬s¬yla �q = � bulunur.

Lemma 13 p bir asal say¬, n ve r; r < pn olacak şekilde iki pozitif tamsay¬ olsun.
Buna göre pn�nin r�li kombinasyonu

�
pn

r

�
ile gösterilirse

p j
�
pn

r

�
olur.

Kan¬t. Uygun bir 0 < m < n tamsay¬s¬için (r; pn) = pm yazabiliriz. Buna göre�
pn

r

�
=

pn(pn � 1) : : : (pn � r + 1)
r!

=
pn

r

�
pn � 1
r � 1

�
=
pn�m

r=pm

�
pn � 1
r � 1

�
yaz¬labilir.

�
pn

r

�
;
�
pn�1
r�1
�
2 Z ve pn�m ile r=pm tamsay¬lar¬aralar¬nda asal oldu¼gundan

r=pmj
�
pn�1
r�1
�
olur. Yani

�
pn

r

�
say¬s¬pn�m�nin, özel olarak ta p�nin, bir kat¬d¬r.

Yukar¬daki lemmay¬Binom Teoremi ile birlikte kullan¬rsak, karakteristi¼gi p > 0
olan bir F cisminden al¬nan herhangi iki � ve � eleman¬ile her n � 0 tamsay¬s¬için

(�+ �)p
n

= �p
n

+ �p
n

olaca¼g¬n¬gösterebiliriz.

Teorem 14 Her p asal say¬s¬ve n � 1 tamsay¬s¬için pn elemanl¬bir cisim vard¬r ve
eşyap¬l¬olma fark¬yla tektir.

Kan¬t. (Varl¬k) Teorem 11 gere¼gince xp
n � x 2 Zp[x] polinomunun Zp üzerinde bir E

parçalan¬̧s cismi vard¬r. Buna göre E; xp
n�x polinomunun tüm köklerini içerir. xpn�x

polinomunun (E içindeki) tüm köklerinin kümesi K olsun. Önce jKj = pn oldu¼gunu
gösterece¼giz. Bunun için xp

n � x polinomunun tüm köklerinin tek katl¬oldu¼gunu, yani
her � 2 K için (x � �)2 - xpn � x oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Buna göre � 2 K
alal¬m. E�nin karakteristi¼gi p olaca¼g¬ndan, yukar¬daki gözlemi de kullanarak, E[x]
içinde (x � �)pn = xpn � �pn elde edilir. Kabulümüzden dolay¬�pn = � olaca¼g¬ndan,
yine E[x] içinde

xp
n � x = xp

n � �pn � x+ �
= (x� �)pn � (x� �)
= (x� �)[(x� �)pn�1 � 1]

bulunur. x� � - (x� �)pn�1 � 1 oldu¼gundan (x� a)2 - xpn � x olur. Böylece xpn � x
polinomunun E içindeki tüm kökleri tek katl¬d¬r. Dolay¬s¬yla jKj = pn olur: Şimdi de
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K kümesinin E�nin bir altcismi oldu¼gunu gösterece¼giz. Öncelikle 1p
n
= 1 oldu¼gundan

1 2 K olur. �; � 2 K olsun.Bu durumda

(�� �)pn = �pn + (��)pn = �+ (�1)pn� =
�
�� �; p > 2 ise
�+ �; p = 2 ise

bulunur. Fakat p = 2 ise +1 = �1 olaca¼g¬ndan, her durumda, (�� �)pn = �� � olur.
Yani �� � 2 K: Ayr¬ca � 6= 0 ise

(���1)p
n

= �p
n

(��1)p
n

= ap
n

(�p
n

)�1 = ���1

olaca¼g¬ndan ���1 2 K olur. Böylece Lemma 5�den K; E�nin bir altcismi olur.
(Teklik) F , pn elemanl¬bir cisim olsun. Teorem 7�den dolay¬F�nin karakteristi¼gi

p olur. Önerme 6 gere¼gince F�nin, Zp ile eşyap¬l¬bir altcismi olaca¼g¬ndan, genelli¼gi
bozmadan, Zp � F kabul edebiliriz. Lemma 12�den dolay¬F; xp

n � x polinomunun
bütün köklerinden ibaret olur. Buna göre F , xp

n � x polinomunun Zp üzerinde bir
parçalan¬̧s cismidir. Teorem 11�i kullanarak istenilen elde edilir.

Bu andan itibaren q elemanli herhangi bir cismi Fq ile gosterecegiz.

Tan¬m E¼ger � 2 Fq için Fq = f0; �; �2; : : : ; �q�1g yaz¬labiliyorsa, � eleman¬na Fq
cisminin bir ilkel eleman¬denir.

Örnek 11 �; x2 + x+ 1 2 F2[x] polinomunun bir kökü olmak üzere, daha önce Örnek
9 (iii)�de verilen, F4 = F2(�) cismini düşünelim. Buna göre

�2 = �(�+ 1) = �+ 1; �3 = ��2 = �(�+ 1) = �+ �2 = a+ �+ 1 = 1

olur. Dolay¬s¬yla F4 = f0; 1; �; � + 1g = f0; �; �2; �3g, yani �; F4�ün bir ilkel ele-
man¬d¬r.

Tan¬m Bir � 2 F�q için �k = 1 olacak şekildeki en küçük k pozitif tamsay¬s¬na ��n¬n
mertebesi denir ve m(�) ile gösterilir.

Örnek 12 x2 + 1 polinomu, F3 üzerinde, do¼grusal çarpan¬ olmad¬¼g¬ndan dolay¬ in-
dirgenemezdir. �; x2 + 1 polinomunun bir kökü olmak üzere F9 = F3(�) cisminin �
eleman¬n¬düşünelim. �2 = �1; �3 = ��2 = �(�1) = �� = 2� ve �4 = (�2)2 = 1
olaca¼g¬ndan m(�) = 4 bulunur.

Lemma 15 (i) Her � 2 F�q için �m = 1 ise m(�) j m. Özel olarak m(�) j q � 1:
(ii) �; � 2 F�q için (m(�);m(�)) = 1 ise m(��) = m(�)m(�).

Kan¬t. (i) Bir m > 0 tamsay¬s¬için �m = 1 olsun. Uygun a � 0 ve 0 � b < m(�)
tamsay¬lar¬için m = a �m(�) + b yazabiliriz. Buna göre

1 = �m = �a�m(�)+b = (�m(�))a � �b = �b

olur. Dolay¬s¬yla b = 0 elde edilir. Yani m(�) j m: Şimdi, Lemma 12�den dolay¬,
m = q � 1 alarak bu k¬sm¬n kan¬t¬n¬tamamlayabiliriz.
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(ii) r = m(�) �m(�) olsun. Bu durumda �r = 1 = �r olur. Böylece (��)r = �r�r =
1 ve buradan da m(��) � r elde edilir. Di¼ger taraftan t = m(��) denirse

1 = (��)t�m(�) = (�m(�))t�t�m(�) = �t�m(�)

olaca¼g¬ndan, lemman¬n birinci k¬sm¬kullan¬larak, m(�) j t � m(�) elde edilir. Fakat
(m(�);m(�)) = 1 oldu¼gundan m(�) j t dir. Benzer şekilde m(�) j t oldu¼gunu göstere-
biliriz. Dolay¬s¬yla r = [m(�);m(�)] j t; yani r � t bulunur. Böylece r = t; yani
istenilen eşitlik elde edilir.

Önerme 16 (i) Fq cisminin s¬f¬rdan farkl¬bir eleman¬n¬n ilkel olmas¬için gerek ve
yeter koşul bu eleman¬n mertebesinin q � 1 olmas¬d¬r.

(ii) Her sonlu cisim en az bir ilkel eleman içerir.

Kan¬t. (i) Bir � 2 F�q için m(�) = q � 1 ancak ve ancak �; �2; : : : ; �q�1 elemanlar¬
birbirinden farkl¬d¬r. Fakat bu Fq = f0; �; �2; : : : ; �q�1g olmas¬demektir.

(ii) Fq cisminin s¬f¬rdan farkl¬bütün elemanlar¬n¬n mertebelerinin en küçük ortak
kat¬m olsun. Kabul edelim ki m, birbirinden farkl¬r1; : : : ; rn asal say¬lar¬için

m = rk11 : : : r
kn
n

şeklinde asal çarpanlar¬na ayr¬ls¬n. m�nin seçiminden dolay¬rk11 j m(�) olacak şekilde
bir � 2 F�q eleman¬vard¬r. �1 = �m(�)=r

k1
1 olsun. (�1)

r
k1
1 = �m(�) = 1 oldu¼gundan

m(�1) j rk11 olur. Buna göre m(�1) = r
s
1 olacak şeklide bir s � k1 tamsay¬s¬vard¬r. Öte

yandan �(m(�)=r
k1
1 )rs1 = (�1)

rs1 = 1 olaca¼g¬ndan m(�) j (m(�)=rk11 )rs1 yaz¬labilir. Bu ise
rs1=r

k1
1 2 Z, yani s = k1 anlam¬na gelir. Dolay¬s¬yla m(�1) = rk11 olur. Benzer şekilde,

her i = 1; : : : ; n için, m(�i) = rkii olacak şekilde �i 2 F�q bulunabilir. � = �1 : : : �n
olsun. Lemma 15 (ii)�den m(�) = m olur. Ayn¬lemman¬n (i) ş¬kk¬ndan dolay¬m j
q � 1 olur. Ayr¬ca m�nin seçiminden dolay¬F�q�¬n her eleman¬xm � 1 polinomunun bir
köküdür. Buna göre q � 1 � m olur. Dolay¬s¬yla m = q � 1; yani � bir ilkel eleman
olur.
Not (i) ·Ilkel elemanlar tek olmak zorunda de¼gildir. Mesela Örnek 11�de verilen

F4 cisminin � ve �+ 1 gibi iki tane ilkel eleman¬vard¬r.
(ii) Fq üzerinde derecesi m olan bir indirgenemez polinomun � gibi bir kökü için

�; Fqm = Fq(�) cisminin bir ilkel eleman¬ise bu durumda

Fqm = fa0 + a1�+ � � �+ am�1�m�1 : ai 2 Fqg = f0; �; �2; : : : ; �q
m�1g

olaca¼g¬ndan, Fqm cisminin bir eleman¬hem ��n¬n bir polinomu hem de ��n¬n bir kuvveti
olarak yaz¬labilir. E¼ger elemanlar¬, toplama yaparken ��n¬n polinomlar¬, çarpma ya-
parken de ��n¬n kuvvetleri cinsinden yazarsak i̧slemleri yapmam¬z oldukça kolaylaş¬r.

Örnek 13 �; x3+x+1 2 F2[x] polinomunun bir kökü olmak üzere F8 = F2(�) cismini
ele alal¬m. Lemma 15 (i)�den dolay¬m(�) j 8 � 1 = 7 olaca¼g¬ndan m(�) = 7; yani �;
F8 cisminin bir ilkel eleman¬olur. Asl¬nda F8�in 0 ve 1�den farkl¬her eleman¬bir ilkel
elemand¬r. F8�in elemanlar¬n¬içeren aşa¼g¬daki gibi bir tablo yapal¬m:

0 1 = �7 = �0 � �2

�+ 1 = �3 �2 + � = �4 �2 + �+ 1 = �5 �2 + 1 = �6
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Bu tabloya bakarak toplama ve çarpma işlemlerini kolayl¬kla yapabiliriz. Örne¼gin

�6 + �3 = (�2 + 1) + (�+ 1) = �2 + � = �4; �6�3 = �9 = �2

elde edilir.

Yukar¬daki örnekten de görülebilece¼gi gibi, e¼ger bir sonlu cismin elemanlar¬n¬hem
polinom hem de kuvvet şeklinde göteren bir tabloya sahip olursak, bu cismin elemanlar¬
aras¬nda toplama ve çarpma i̧slemlerini oldukça kolay bir şekilde yapabiliriz. Bu tablo-
nun i̧slevini �Zech Logaritma Tablosu�ad¬verilen başka bir tablo ile biraz daha
basitleştirebiliriz. Zech logaritma tablosu bir � 2 Fq ilkel eleman¬için 0 � i � q � 2
veya i =1 de¼gerlerine, �i+1 = �z(i) ile tan¬mlanan z(i) de¼gerlerini kaŗs¬l¬k getiren bir
tablodur (burada �1 = 0 olarak kabul edilmektedir). Buna göre tabloyu kullanarak
Fq cisminin �i ve �j (0 � i � j � q � 2) gibi iki eleman¬için

�j + �i = �i(�j�i + 1) = �i+z(j�i) (mod q�1); �i�j = �i+j (mod q�1)

sonuçlar¬n¬elde edebiliriz.

Örnek 14 �; x3+2x+1 2 F3[x] polinomunun bir kökü olsun. x3+2x+1 polinomu F3
üzerinde bir indirgenemez polinom oldu¼gundan, F27 = F3(�) olur. � eleman¬n¬n mer-
tebesi 27�1 = 26 say¬s¬n¬n bir pozitif bölenidir. Yani m(�); 2; 13 veya 26 say¬lar¬ndan
biridir. m(�) = 2 olsayd¬� = 1 veya � = �1 olurdu (x2 � 1 polinomunun en fazla
iki tane kökü vard¬r). Fakat bunlar¬n hiçbiri x3 + 2x + 1 polinomunun kökü de¼gildir.
Dolay¬s¬yla m(�) 6= 2. Öte yandan �3 = � + 2 oldu¼gundan �9 = �3 + 23 = �3 + 2
ve buradan �12 = �3�9 = �2 + 2 elde edilir. Dolay¬s¬yla �13 = �3 + 2� = �1 6= 1
olaca¼g¬ndan m(�) 6= 13 olur. Böylece m(�) = 26; yani �, F27�nin bir ilkel eleman¬d¬r.
F27�nin ��ya göre Zech Logaritma Tablosunu aşa¼g¬daki gibi yapabiliriz:

i z(i) i z(i) i z(i)

1 0 8 15 17 20
0 13 9 3 18 7
1 9 10 6 19 23
2 21 11 10 20 5
3 1 12 2 21 12
4 18 13 1 22 14
5 17 14 16 23 24
6 11 15 25 24 19
7 4 16 22 25 8

Yukar¬daki tablodan faydalanarak F27 içinde toplama ve çarpma işlemlerini ko-
layl¬kla yapabiliriz. Örne¼gin

�11 + �7 = �7(�4 + 1) = �7�18 = �25; �7 � �11 = �18:
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3.4 Minimal Polinomlar

Lemma 17 d; n > 0 iki tamsay¬olsun. Buna göre d j n ancak ve ancak xd�1 j xn�1:

Kan¬t. ()) : n = dk olsun. Buna göre

xn � 1 = (xd)k � 1 = (xd � 1)(xdk�d + xdk�2d + � � �+ xd + 1)

olaca¼g¬ndan xd � 1 j xn � 1 elde edilir.
(() : xd � 1 j xn � 1 olsun. Bölüm algoritmas¬ndan n = dk + r; 0 � r < d olacak

şekilde k; r 2 Z vard¬r.

xn � 1 = (xdk+r � xr) + (xr � 1) = xr(xdk � 1) + (xr � 1)

ve xd � 1 j xdk � 1 olaca¼g¬ndan xd � 1 j xr � 1 elde edilir ki bu da ancak r = 0 olmas¬
ile mümkündür.

Önerme 18 d; n > 0 iki tamsay¬ ve p bir asal say¬ olsun. d j n ancak ve ancak
Fpd � Fpn :

Kan¬t. ()) : d j n olsun. Yukar¬daki lemmadan pd � 1 j pn � 1 olur. Uygun
bir t tamsay¬s¬ için pn � 1 = (pd � 1)t yazal¬m. Fpn cisminin, xp

d � x polinomunun
bütün köklerini içerdi¼gini gösterirsek, Teorem 14�ün kan¬t¬nda oldu¼gu gibi, Fpd � Fpn
sonucunu elde edebiliriz.
� 2 Fpn bir ilkel eleman olsun. m(�t) = m olsun. (�t)p

d�1 = �p
n�1 = 1 oldu¼gundan

m j pd � 1 olur. Ayr¬ca �mt = (�t)m = 1 oldu¼gundan pn � 1 = m(�) j mt bulunur.
Uygun k ve l tamsay¬lar¬için

pd � 1 = mk ve mt = (pn � 1)l

yazabiliriz. Buna göre mt = (pn � 1)l = (pd � 1)tl = mktl ve buradan da k = l = 1
elde edilir. Yani m(�t) = pd � 1 dir. Her 1 � i � pd � 2 için (�it)pd�1 = 1 olaca¼g¬ndan
f0; 1; �t; �2t; : : : ; �(pd�2)tg kümesi xpd � x polinomunun tüm köklerinin kümesidir.
(() : Fpd � Fpn olsun. Teorem 7�nin kan¬t¬nda kulland¬¼g¬m¬z yöntemin ayn¬s¬n¬

kullanarak
jFpnj = jFpd jk

olacak şekilde bir k 2 Z olaca¼g¬n¬gösterebiliriz. Dolay¬s¬yla n = dk olur.

Yukar¬daki önermeden dolay¬e¼ger q bir asal say¬n¬n bir kuvveti ise bu durumda her
m > 0 tamsay¬s¬için Fq � Fqm yazabiliriz. Bu bölümde bir � 2 Fqm için f(�) = 0
olacak şekildeki en küçük dereceli f(x) 2 Fq[x] polinomlar¬ile ilgilenece¼giz.

Tan¬m � 2 Fqm olsun. P (�) = 0 olacak şekildeki en küçük dereceli bir monic P (x) 2
Fq[x] polinomuna � eleman¬n¬n Fq üzerinde bir minimal polinomu denir.

Örnek 15 x2+x+1 2 F2[x] polinomunun bir kökü � olsun. x ve x+1 polinomlar¬n¬n
��n¬n minimal polinomlar¬olamayaca¼g¬aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla x2+ x+1 polinomu ��n¬n
bir minimal polinomudur. Ayr¬ca x2 + x + 1 polinomu � + 1 2 F4 eleman¬n¬n da bir
minimal polinomudur.

29



Teorem 19 (i) � 2 Fqm eleman¬n¬n Fq üzerinde P (x) gibi bir minimal polinomu
varsa, f(�) = 0 olacak şekildeki her f(x) 2 Fq[x] için P (x) j f(x) dir.

(ii) Fqm�in her eleman¬n¬n Fq üzerinde bir minimal polinomu vard¬r ve tektir. Bu
polinom ayr¬ca Fq üzerinde indirgenemezdir.

(iii) E¼ger bir M(x) 2 Fq[x] monik indirgenemez polinomunun bir kökü � 2 Fqm
ise bu durumda M(x) polinomu ��n¬n Fq üzerindeki minimal polinomudur.

Kan¬t. (i) Bölüm Algoritmas¬n¬kullanarak f(x) = P (x)Q(x) + r(x) ve r(x) = 0 veya
0 � der(r(x)) < der(P (x)) olacak şekilde Q(x) ve r(x) polinomlar¬bulabiliriz. Buna
göre

0 = f(�) = P (�)Q(�) + r(�) = r(�)

olaca¼g¬ndan, minimal polinomun tan¬m¬gere¼gince, r(x) = 0 elde edilir. Yani P (x) j
f(x) dir.
(ii) Lemma 12�den Fqm�in her eleman¬xq

m � x 2 Fq[x] polinomunun bir köküdür.
Do¼gal say¬lar¬n iyi s¬ralanma ilkesini kullanarak her eleman için bu şekilde bir en küçük
dereceli polinom olaca¼g¬n¬söyleyebiliriz.
Kabul edelim ki P1(x) ve P2(x) polinomlar¬� 2 Fqm eleman¬n¬n Fq üzerinde birer

minimal polinomu olsun. (i) ş¬kk¬ndan dolay¬P1(x) j P2(x) ve P2(x) j P1(x) olur. P1(x)
ve P2(x) polinomlar¬monik oldu¼gundan P1(x) = P2(x) olmak zorundad¬r.
Şimdi P (x), bir � 2 Fqm eleman¬n¬n Fq üzerindeki minimal polinomu olsun. E¼ger

P (x) indirgenebilir ise o zaman P (x) = f(x)g(x) olacak şekilde dereceleri P (x)�in
derecesinden küçük f(x) ve g(x) polinomlar¬ bulunabilir. Fakat bu durumda 0 =
P (�) = f(�)g(�) olaca¼g¬ndan f(�) = 0 veya g(�) = 0 olur. Bu durum P (x)�in
minimal polinom olmas¬ile çeli̧sece¼ginden P (x) indirgenemezdir.
(iii) ��n¬n Fq üzerindeki minimal polinomu P (x) ise (i) ş¬kk¬ndan dolay¬P (x)jM(x)

olur. FakatM(x) indirgenemez ve monik oldu¼gundan P (x) =M(x) olmak zorundad¬r.

Örnek 16 f(x) 2 Fq[x] derecesi m olan bir monik indirgenemez polinom olsun. E¼ger
�, f(x)�in bir kökü ise � 2 Fqm eleman¬n¬n Fq üzerindeki minimal polinomu f(x)�in ta
kendisidir.

Bir � 2 Fqm ilkel eleman¬n¬n minimal polinomunu biliyorsak bu taktirde herhangi
bir i için �i eleman¬n¬n da minimal polinomunu bulabiliriz. Bunu nas¬l yapabilece¼gimizi
göstermeden önce aşa¼g¬daki tan¬m¬verelim.

Tan¬m n ile q aralar¬nda asal olsun.

Ci = f(i � qj (mod n)) : j = 0; 1; : : :g

ile tan¬mlanan kümeye q�nun n modülüne göre i�yi içeren dairesel koseti (cyclo-
tomic coset) ad¬verilir. E¼ger Ci1 ; : : : Cit kümeleri birbirinden farkl¬ve

St
j=1Cij = Zn

ise fi1; : : : ; itg kümesine q�nun n modülüne göre dairesel kosetlerinin bir tam temsilci
kümesi denir.
Not (i) i1; i2 2 Zn için ya Ci1 = Ci2 ya da Ci1 \Ci2 = ? olaca¼g¬ndan, dairesel

kosetleri, Zn kümesinin bir parçalanmas¬n¬teşkil ederler.
(ii) E¼ger bir m � 1 say¬s¬için n = qm � 1 ise, qm � 1 (mod qm � 1) oldu¼gundan,

her dairesel koseti en fazla m tane eleman içerir. E¼ger (i; qm� 1) = 1 ise jCij = m olur.
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Örnek 17 (i) 2�nin 15 modülüne göre dairesel kosetlerini aşa¼g¬daki gibi elde edebiliriz:

C0 = f0g C1 = f1; 2; 4; 8g C3 = f3; 6; 9; 12g
C5 = f5; 10g C7 = f7; 11; 13; 14g

(ii) 3�ün 26 modülüne göre dairesel kosetleri aşa¼g¬daki gibi listelenebilir:

C0 = f0g C1 = f1; 3; 9g C2 = f2; 6; 18g
C4 = f4; 12; 10g C5 = f5; 15; 19g C7 = f7; 21; 11g
C8 = f8; 24; 20g C13 = f13g C14 = f14; 16; 22g
C17 = f17; 25; 23g

Teorem 20 � 2 Fqm bir ilkel eleman ve Ci; q�nun qm � 1 modülüne göre i�yi içeren
dairesel koseti olsun. Buna göre �i eleman¬n¬n Fq üzerindeki minimal polinomu

M (i)(x) :=
Q
j2Ci

(x� �j)

polinomudur.

Kan¬t. Kan¬t¬üç ad¬mda verece¼giz.
I. Ad¬m : i 2 Ci oldu¼gundan x � �i; M (i)(x)�in bir çarpan¬d¬r. Yani �i; M (i)(x)

polinomunun bir köküdür.
II. Ad¬m : jCij = r ise der(M (i)(x)) = r olur. M (i)(x) = arx

r+ � � �+a1x+a0 olsun.
Buna göre

aqrx
r + � � �+ aq1x+ a

q
0 =

Q
j2Ci

(x� �qj) =
Q
j2Cqi

(x� �j)

=
Q
j2Ci

(x� �j) =M (i)(x):

olur. Dolay¬s¬yla her k = 0; 1; : : : ; r için aqk = ak; yani ak 2 Fq: Böylece M (i)(x) 2 Fq[x]
elde edilir.
III. Ad¬m : � bir ilkel eleman oldu¼gundan her j 6= k için �j 6= �k olur. Dolay¬s¬yla

M (i)(x) polinomunun katl¬kökü yoktur. Şimdi bir f(x) 2 Fq[x] için f(�i) = 0 olsun.
f(x) = fnx

n + � � �+ f1x+ f0 (fk 2 Fq) olsun. Bir j 2 Ci alal¬m. j � iql (mod qm � 1)
olacak şeklide bir l tamsay¬s¬vard¬r. Buna göre

f(�j) = f(�iq
l

) = fn�
niql + � � �+ f1�iq

l

+ f0

= f q
l

n �
niql + � � �+ f q

l

1 �
iql + f q

l

0

= (fn�
ni + � � �+ f1�i + f0)q

l

= f(�i)q
l

= 0

bulunur. Dolay¬s¬yla M (i)(x) j f(x) olur.
Yukar¬daki üç ad¬m sonunda M (i)(x) polinomunun, ��n¬n Fq üzerindeki minimal

polinomu oldu¼gu sonucuna varabiliriz.

Not (i) �i eleman¬n¬n minimal polinomunun derecesi i�yi içeren dairesel kose-
tinin eleman say¬s¬na eşittir.

(ii) �i ve �k elemanlar¬ayn¬minimal polinoma sahiptir ancak ve ancak i ve k ayn¬
çembereşbölüm eşkümesi içindedir.
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Örnek 18 �; x2 + x + 2 2 F3[x] polinomunun bir kökü olsun. Buna göre � ve �3
elemanlar¬n¬n minimal polinomlar¬x2 + x + 2 polinomudur. �2 eleman¬n¬n minimal
polinomu ise x2+1 olarak bulunur. 3�ün mod 8�e göre dairesel kosetleri C1 = f1; 3g =
C3; C2 = f2; 6g = C6; C4 = f4g ve C5 = f5; 7g = C7 olarak bulunur. Buna göre �2

eleman¬n¬n F3 üzerindeki minimal polinomu

M (2)(x) = (x� �2)(x� �6) = x2 � (�2 + �6)x+ 1

olur. Burada

�2 + �6 = (2�+ 1) + (2�+ 1)3

= 2�+ 1 + 2�3 + 1

= 2�+ 2 + 2�(2�+ 1)

= 2�+ 2 + �2 + 2� = �2 + �+ 2 = 0

olaca¼g¬ndan
M (2)(x) = x2 + 1

elde edilir.
Benzer şekilde �5 eleman¬n¬n minimal polinomunun x2+2x+2 oldu¼gunu görebiliriz.

Teorem 21 n > 0 bir tamsay¬ ve (n; q) = 1 olsun. Kabul edelim ki bir m > 0
tamsay¬s¬için n j qm�1 olsun. � 2 Fqm bir ilkel eleman, �j�nin Fq üzerindeki minimal
polinomu M (j)(x) ve fs1; : : : ; stg q�nun n modülüne göre dairesel kosetlerinin bir tam
temsilci kümesi olsun. Buna göre xn � 1 polinomu aşa¼g¬daki gibi Fq üzerindeki monik
indirgenemez polinomlar¬n çarp¬m¬şeklinde yaz¬labilir:

xn � 1 =
tQ
i=1

M ((qm�1)si=n)(x):

Kan¬t. r = (qm � 1)=n olsun. m(�r) = n olaca¼g¬n¬Önerme 16 (ii)�nin kan¬t¬ndakine
benzer bir yolla gösterebiliriz. Buna göre 1; �r; �2r; : : : ; �(n�1)r elemanlar¬xn � 1 poli-
nomunun Fqm içindeki tüm kökleridir. Dolay¬s¬yla, Teorem 19 (i) ve Teorem 20�den,
her 0 � i � n� 1 için M (ir)(x) j xn � 1 olur. Kolayca görülebilir ki

xn � 1 = [M (0)(x);M (r)(x);M (2r)(x); : : : ;M ((n�1)r)(x)]:

Kan¬t¬tamamlamak içinM (0)(x);M (r)(x);M (2r)(x); : : : ;M ((n�1)r)(x) polinomlar¬aras¬n-
dan birbirinden farkl¬olanlar¬belirlemek yeterlidir. Dikkat edilirseM (ir)(x) =M (jr)(x)
ancak ve ancak ir ve jr; q�nun qm�1 = nr modülüne göre ayn¬dairesel koseti içindedir.
Bu ise i ve j�nin q�nun n modülüne göre ayn¬dairesel koseti içinde olmas¬ ile denk-
tir. Dolay¬s¬yla M (0)(x);M (r)(x);M (2r)(x); : : : ;M ((n�1)r)(x) polinomlar¬aras¬ndan bir-
birinden farkl¬olanlarM (s1r)(x);M (s2r)(x); : : : ;M (str)(x) polinomlar¬d¬r. ·Indirgenemez
polinomlar¬n en küçük ortak kat¬bu polinomlar¬n çarp¬m¬olaca¼g¬ndan, kan¬t tamam-
lan¬r.

Sonuç 22 n > 0 bir tamsay¬ ve (n; q) = 1 olsun. xn � 1 2 Fq[x] polinomunun Fq
üzerindeki monik indirgenemez polinomlar¬n¬n say¬s¬ q�nun n modülüne göre dairesel
kosetlerinin say¬s¬na eşittir.
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Örnek 19 (i) x13 � 1 2 F3[x] polinomunu ele alal¬m. f0; 1; 2; 4; 7g kümesinin 3�ün
13 modülüne göre dairesel kosetlerinin bir tam temsilci kümesi oldu¼gunu görmek zor
de¼gildir. 13 j 33 � 1 oldu¼gundan F27 cismini düşünece¼giz. �; x3 + 2x + 1 2 F3[x]
polinomunun bir kökü olsun. Daha önce gördü¼gümüz gibi �; F27 cisminin bir ilkel
eleman¬d¬r (Örnek 14). Ayr¬ca Örnek 17 (ii)�den 3�ün 26 modülüne göre 2�nin katlar¬n¬
içeren bütün dairesel kosetlerini biliyoruz. Buna göre

M (0)(x) = x+ 2

M (2)(x) = (x� �2)(x� �6)(x� �18) = x3 + x2 + x+ 2
M (4)(x) = (x� �4)(x� �12)(x� �10) = x3 + x2 + 2
M (8)(x) = (x� �8)(x� �20)(x� �24) = x3 + 2x2 + 2x+ 2
M (14)(x) = (x� �14)(x� �16)(x� �22) = x3 + 2x+ 2:
Teorem 21�den, x13�1 polinomunu F3 üzerindeki monik indirgenemez polinomlar¬n

çarp¬m¬şeklinde aşa¼g¬daki gibi yazabiliriz:

x13 � 1 = M (0)(x)M (2)(x)M (4)(x)M (8)(x)M (14)(x)

= (x+ 2)(x3 + x2 + x+ 2)(x3 + x2 + 2)(x3 + 2x2 + 2x+ 2)(x3 + 2x+ 2)

(ii) x21 � 1 2 F2[x] polinomunu düşünelim. f0; 1; 2; 4; 7g kümesinin 2�nin 21 mod-
ülüne göre dairesel kosetlerinin bir tam temsilci kümesi oldu¼gunu kolayca görebiliriz.
21 j 26� 1 oldu¼gundan F64 cismini düşünece¼giz. �; x6 + x+ 1 2 F2[x] polinomunun bir
kökü olsun. Buna göre �; F64 cisminin bir ilkel eleman¬olur. 2�nin 63 modülüne göre
3�ün katlar¬n¬içeren dairesel kosetlerini aşa¼g¬daki gibi yazabiliriz:

C0 = f0g; C3 = f3; 6; 12; 24; 48; 33g;
C9 = f9; 18; 36g; C15 = f15; 30; 60; 57; 51; 39g;
C21 = f21; 42g; C27 = f27; 54; 45g:

Dolay¬s¬yla

M (0)(x) = x+ 1

M (3)(x) = x6 + x4 + x2 + x+ 1

M (9)(x) = x3 + x2 + 1

M (15)(x) = x6 + x5 + x4 + x2 + 1

M (21)(x) = x2 + x+ 1

M (27)(x) = x3 + x+ 1

elde edilir. Buna göre

x21 � 1 = M (0)(x)M (3)(x)M (9)(x)M (15)(x)M (21)(x)M (27)(x)

= (x+ 1)(x6 + x4 + x2 + x+ 1)(x3 + x2 + 1)(x6 + x5 + x4 + x2 + 1)

�(x2 + x+ 1)(x3 + x+ 1)

elde edilir.
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4 Do¼grusal Kodlar
Fq sonlu cismi üzerindeki n uzunluklu bir do¼grusal kod Fnq uzay¬n¬n bir alt uza-

y¬ndan başka biŗsey de¼gildir. Do¼grusal kodlar birer vektör uzay¬oldu¼gundan, üzer-
lerindeki cebirsel yap¬ sayesinde tan¬mlanmalar¬ ve kullan¬lmalar¬ do¼grusal olmayan
kodlara nazaran daha kolay olmaktad¬r. Do¼grusal kodlardan bahsetmeye başlamadan
önce vektör uzay¬kavram¬n¬biraz hat¬rlayal¬m.

4.1 Sonlu Cisimler Üzerindeki Vektör Uzaylar¬

Bu bölümde sonlu cisimler üzerindeki vektör uzaylar¬ ile ilgili baz¬ temel tan¬m
ve sonuçlara (kan¬tlar¬n¬vermeksizin) de¼ginece¼giz. Bir vektör uzay¬, kabaca, toplan-
abilir ve ölçeklenebilir bir nesneler toplulu¼gudur. Do¼grusal cebir derslerinde vektör
uzaylar¬n¬, üzerinde skalerle çarpma ad¬verilen ve belli özellikleri sa¼glayan bir çarpma
i̧slemi bulunan toplamsal Abelyan gruplar olarak tan¬mlar¬z.

Tan¬m (V;+) bir toplamsal Abelyan grup olsun. Fq cisminin elemanlar¬ ile V �nin
elemanlar¬ aras¬nda skalerle çarpma ad¬ verilen ve aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan bir
çarpma işlemi varsa, V �ye, Fq üzerinde bir vektör uzay¬ veya k¬saca bir Fq�uzay¬
denir:

Her u; v 2 V ve �; � 2 Fq için
(i) �v 2 V
(ii) �(u+ v) = �u+ �v ve (�+ �)v = �v + �v

(iii) (��)v = �(�v)

(iv) 1Fqv = v

Fnq ile giri̧sleri Fq cisminden olan n uzunluklu vektörlerin kümesini gösterece¼giz.
Yani

Fnq = f(v1; : : : ; vn) : vi 2 Fqg:
Fnq kümesi üzerindeki toplama i̧slemini bileşensel olarak ve Fq üzerindeki toplamadan
faydalanarak tan¬mlayal¬m: v = (v1; : : : ; vn) ve w = (w1; : : : ; wn) için

v + w = (v1 + w1; : : : ; vn + wn) 2 Fnq :

Ayr¬ca Fnq üzerinde skalerle çarpma i̧slemini, yine bileşensel olarak, her � 2 Fq ve
v = (v1; : : : ; vn) için

�v = (�v1; : : : ; �vn) 2 Fnq
şeklinde tan¬mlarsak Fnq kümesi Fq üzerinde bir vektör uzay¬olur.
Herhangi bir vektör uzay¬n¬n toplamsal birim eleman¬n¬0 ile gösteririz. Buna göre

Fnq içinde 0 = (0; : : : ; 0) 2 Fnq olur. Sadece 0 eleman¬ndan oluşan küme de bir vektör
uzay¬d¬r. Bu uzaya s¬f¬r uzay¬ad¬verilir.

Örnek 1 Aşa¼g¬daki kümeler Fq üzerinde birer vektör uzay¬d¬r:
(i) C1 = f(�; : : : ; �) : � 2 Fqg:
(ii) C2 = f(0; 0; 0; 0); (1; 0; 1; 0); (0; 1; 0; 1); (1; 1; 1; 1)g (q = 2).
(iii) C3 = f(0; 0; 0); (0; 1; 2); (0; 2; 1)g (q = 3).
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Not. Herhangi bir karmaşaya neden olmad¬¼g¬sürece (v1; : : : ; vn) vektörünü v1 : : : vn
şeklinde göstermek baz¬durumlarda daha kullan¬̧sl¬olabilmektedir. Yerine göre bu iki
gösterimi de tercih edece¼giz.

Tan¬m V bir vektör uzay¬ve C, V �nin boş olmayan bir altkümesi olsun. E¼ger C; V
üzerindeki toplama ve skalerle çarpma işlemi ile bir vektör uzay¬oluyor ise C�ye V �nin
bir alt uzay¬denir.

Örnek 2 Bir önceki örnekte verilen gösterimleri kullanarak aşa¼g¬dakileri söyleyebiliriz:
(i) 0 her vektör uzay¬n¬n alt uzay¬d¬r. C1 ise Fnq �nin bir alt uzay¬d¬r.
(ii) C2, F42 �ün bir alt uzay¬d¬r.
(iii) C3, F33 �ün bir alt uzay¬d¬r.

Önerme 1 V bir vektör uzay¬ve C, V �nin boş olmayan bir alt kümesi olsun. C, V �nin
bir alt uzay¬d¬r ancak ve ancak her �; � 2 Fq ve x, y 2 C için �x+�y 2 C dir.

Dikkat edilirse, yukar¬daki önermeden, F2 cisminin s¬f¬rdan farkl¬ tek eleman¬ 1
oldu¼gundan, F2 üzerindeki bir vektör uzay¬n¬n bütün alt uzaylar¬, toplamsal kapal¬alt
kümelerinden ibaret olur. Yani C�nin F2 üzerindeki bir V vektör uzay¬n¬n alt uzay¬
olabilmesi için gerek ve yeter koşul her x, y 2 C için x+y 2 C olmas¬d¬r.

Tan¬m V bir Fq�uzay¬ve v1;v2; : : : ;vr 2 V olsun.
(i) �1; �2; : : : ; �r 2 Fq olmak üzere V �nin �1v1 + �2v2 + � � � + �rvr şeklindeki bir
eleman¬na v1;v2; : : : ;vr elemanlar¬n¬n bir do¼grusal kombinasyonu denir.

(ii) Hepsi birden s¬f¬r olmayan her �1; �2; : : : ; �r 2 Fq için �1v1 + �2v2 + � � � +
�rvr 6= 0 ise fv1;v2; : : : ;vrg kümesine do¼grusal ba¼g¬ms¬z denir. fv1;v2; : : : ;vrg kümesi
do¼grusal ba¼g¬ms¬z de¼gilse, yani hepsi birden s¬f¬r olmayan her �1; �2; : : : ; �r 2 Fq için
�1v1 + �2v2 + � � �+ �rvr = 0 ise, fv1;v2; : : : ;vrg kümesine do¼grusal ba¼g¬ml¬denir.

Yukar¬daki tan¬ma göre her �1; �2; : : : ; �r 2 Fq için

�1v1 + �2v2 + � � �+ �rvr = 0 ) �1 = �2 = � � � = �r = 0

oluyorsa fv1;v2; : : : ;vng kümesi do¼grusal ba¼g¬ms¬z olur.

Örnek 3 (i) 0�¬içeren her küme do¼grusal ba¼g¬ml¬d¬r.

(ii) Herhangi bir Fq için, f(0; 0; 0; 1); (0; 0; 1; 0); (0; 1; 0; 0)g kümesi do¼grusal ba¼g¬ms¬z
ve f(0; 0; 0; 1); (1; 0; 0; 0); (1; 0; 0; 1)g kümesi ise do¼grusal ba¼g¬ml¬d¬r.

Önerme 2 V bir Fq�uzay¬ve S = fv1;v2; : : : ;vkg, V �nin boş olmayan bir alt kümesi
olsun.

< S >= f�1v1 + �2v2 + � � �+ �kvk : �i 2 Fqg
şeklinde tan¬mlanan küme V �nin bir alt uzay¬d¬r. Gerçekte < S >, V �nin S kümesini
içeren en küçük alt uzay¬d¬r.

Tan¬m (i) Yukar¬daki önermede görülen < S > alt uzay¬na V �nin S taraf¬ndan
üretilen (veya gerilen) alt uzay¬denir. E¼ger S = ; ise < S >= 0 olarak tan¬mlan¬r.
(ii) V �nin bir C alt uzay¬için C =< S > olacak şeklide V �nin bir S alt kümesi varsa,
yani C bir S kümesi taraf¬ndan üretilirse, S kümesine C�nin bir üreteç kümesi denir.
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Not. E¼ger S, V �nin bir alt uzay¬ise bu durumda < S >= S olur.

Örnek 4 (i) q = 2 olsun. S = f0001; 0010; 0100g ise < S >= f0000; 0001; 0010; 0100;
0011; 0101; 0110; 0111g olur.
(ii) q = 2 ve S = f0001; 1000; 1001g ise < S >= f0000; 0001; 1000; 1001g olur.
(iii) q = 3 ve S = f0001; 1000; 1001g ise < S >= f0000; 0001; 0002; 1000; 2000; 1001;
1002; 2001; 2002g olur.

Tan¬m V bir Fq�uzay¬olsun. V =< B > olacak şekilde V �nin do¼grusal ba¼g¬ms¬z bir
B alt kümesi varsa bu B kümesine V �nin bir baz¬denir.

Not. (i) V bir vektör uzay¬ve S = fv1;v2; : : : ;vkg, V �nin bir baz¬ise V �nin her eleman¬,
B�nin elemanlar¬n¬n bir (tek) do¼grusal kombinasyonu şeklinde yaz¬labilir. Yani v2 V
ise v = �1v1 + �2v2 + � � � + �kvk olacak şekilde (tek türlü belirli) �1; �2; : : : ; �k 2 Fq
elemanlar¬bulunabilir.

(ii) Her vektör uzay¬n¬n en az bir baz¬vard¬r. Ayr¬ca bir vektör uzay¬n¬n çok say¬da
farkl¬baz¬bulunabilir. Ancak bir vektör uzay¬n¬n tüm bazlar¬ayn¬say¬da eleman içerir.
Bu sabit say¬ya o vektör uzay¬n¬n boyutu diyece¼giz ve k�boyutlu bir vektör uzay¬için
boyFq(V ) = k şeklinde yazaca¼g¬z.

Teorem 3 V bir Fq�uzay¬ve boyFq(V ) = k olsun. Buna göre
(i) V; qk tane eleman içerir.

(ii) V �nin
1

k!

Qk�1
i=0 (q

k � qi) tane farkl¬baz¬vard¬r.

Örnek 5 q = 2; S = f0001; 0010; 0100g ve V =< S > olsun. Buna göre

V = f0000; 0001; 0010; 0100; 0011; 0101; 0110; 0111g

olur. Dikkat edilirse S kümesi do¼grusal ba¼g¬ms¬zd¬r. Buna göre boy(V ) = 3 tür.
Dolay¬s¬yla jV j = 23 = 8 olur. Yukar¬daki teoremden, V �nin tüm farkl¬ bazlar¬n¬n
say¬s¬

1

k!

k�1Q
i=0

(2k � 2i) = 1

3!
(23 � 1)(23 � 2)(23 � 22) = 28

olur.

Tan¬m v = (v1; : : : ; vn), w = (w1; : : : ; wn) 2 Fnq olsun.
(i) v ile w aras¬nda

v �w = v1w1 + � � �+ vnwn
şeklinde tan¬ml¬işleme v ile w vektörlerinin nokta çarp¬m¬(veya Öklid iç çarp¬m¬)
ad¬verilir.

(ii) E¼ger v�w = 0 ise v ve w vektörleri için diktir denir.

(iii) S, Fnq�nin boş olmayan bir alt kümesi ise

S? = fv 2 Fnq : her s 2 S için v � s = 0g
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şeklinde tan¬mlanan kümeye S kümesinin dikgen tümleri (orthogonal complement)
denir.

Not. (i) Kolayca görülebilir ki boş olmayan her S � Fnq alt kümesi için S? kümesi
Fnq�nin bir alt uzay¬d¬r ve < S >?= S?:
(ii) Nokta çarp¬m¬, Fnq üzerinde bir iç çarp¬md¬r. Fnq üzerinde bir iç çarp¬m, aşa¼g¬daki
özellikleri sa¼glayan bir < ;>: Fnq � Fnq ! Fnq fonksiyonudur:
her u, v, w 2 Fnq için
(a) < u + v ; w >=< u ; w > + < v ; w >

(b) < u ; v + w >=< u ; v > + < u ; w >

(c) her u 2 Fnq için < u ; v >= 0 () v= 0
(d) her v 2 Fnq için < u ; v >= 0 () u= 0

Kodlama kuram¬içinde çeşitli iç çarp¬mlar kullan¬lmaktad¬r. Bu ders boyunca bizim
iç çarp¬m ile kastedece¼gimiz, aksi belirtilmedikçe, yukar¬da tan¬mlanan nokta çarp¬m¬
olacakt¬r.

Örnek 6 (i) q = 2 ve n = 4 olsun. u = (1; 1; 1; 1); v = (1; 1; 1; 0) ve w = (1; 0; 0; 1)
ise u�v = 1; u�w = 0 ve v�w = 1 bulunur. Buna göre u ile w diktir.

(ii) q = 2 ve S = f0100; 0101g olsun. Buna göre S? = f0000; 0010; 1000; 1010g olur.

Teorem 4 S � Fnq olsun. Buna göre

boy(< S >) + boy(S?) = n

olur.

Örnek 7 q = 2; n = 4 ve S = f0100; 0101g olsun. Buna göre

< S >= f0000; 0100; 0001; 0101g:

S do¼grusal ba¼g¬ms¬zd¬r. Dolay¬s¬yla boy(< S >) = 2 dir. Bir önceki örnekte

S? = f0000; 0010; 1000; 1010g

oldu¼gunu görmüştük. f0010; 1000g kümesi S? için bir baz oldu¼guna göre boy(S?) = 2
olur. Dolay¬s¬yla

boy(< S >) + boy(S?) = 2 + 2 = 4

oldu¼gunu do¼grulam¬̧s oluruz.

4.2 Do¼grusal Kodlar

Tan¬m Fq üzerinde, uzunlu¼gu n olan bir do¼grusal kod Fnq�nin bir alt uzay¬d¬r.

Örnek 8 Aşa¼g¬dakiler birer do¼grusal koddur:
(i) C = f(�; : : : ; �) : � 2 Fqg: C�ye özel olarak tekrar kodu ad¬verilir.
(ii) C = f000; 001; 010; 011g (q = 2).
(iii) C = f0000; 1100; 2200; 0001; 0002; 1101; 1102; 2201; 2202g (q = 3).
(iv) C = f000; 001; 010; 011; 100; 101; 110; 111g (q = 2).
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Tan¬m C; Fq üzerinde uzunlu¼gu n olan bir do¼grusal kod olsun.
(i) Fnq�nin C? alt uzay¬na C kodunun duali denir.

(ii) C do¼grusal kodunun boyutu, C�nin Fq üzerindeki vektör uzay¬olarak boyutu, yani
boyFq(C) şeklinde tan¬mlan¬r.

Teorem 5 C; Fq üzerinde uzunlu¼gu n olan bir do¼grusal kod olsun.
(i) jCj = qboy(C); yani boy(C) = logq jCj:
(ii) C? bir do¼grusal koddur ve boy(C) + boy(C?) = n:

(iii) (C?)? = C:

Kan¬t. (i) ve (ii) k¬s¬mlar¬daha önce vektör uzaylar¬ için söylenen baz¬ sonuçlar¬n
tekrarlanmas¬d¬r.
(iii) : (ii) k¬sm¬ndaki eşitli¼gi hem C hem de C? için ayr¬ayr¬uygulayarak elde ede-

ce¼gimiz iki eşitli¼gi kaŗs¬laşt¬r¬rsak boy(C) = boy((C?)?) eşitli¼gini elde ederiz. Dolay¬s¬yla
C � (C?)? oldu¼gunu göstermek yeterlidir. c 2 C olsun. C? kümesinin tan¬m¬ndan her
x 2 C? için c � x = 0 oldu¼gunu söyleyebiliriz. Buna göre c 2 (C?)? olur. Dolay¬s¬yla
istenilen elde edilir.

Örnek 9 (i) q = 2 olsun. C = f0000; 1010; 0101; 1111g kodunu ele alal¬m. Buna
göre boy(C) = log2 jCj = log2 4 = 2 olur. Ayr¬ca C? = f0000; 1010; 0101; 1111g = C
oldu¼gunu görmek zor de¼gildir.

(ii) q = 3 olsun. C = f000; 001; 002; 010; 020; 011; 012; 021; 022g kodunu ele alal¬m.
Buna göre boy(C) = log3 jCj = log3 9 = 2 olur. Ayr¬ca C? = f000; 100; 200g oldu¼gu
görülebilir. Dolay¬s¬yla boy(C?) = 1 dir.

Not. Fq üzerinde n�uzunluklu ve boyutu k olan bir C do¼grusal kodu için genellikle
q�lu [n; k]�kodu (veya q belli ise sadece [n; k]�kodu) ifadesi kullan¬l¬r. E¼ger, ek olarak,
C�nin uzakl¬¼g¬d ise C�ye kimi zaman [n; k; d]�do¼grusal kodu denir.

Tan¬m C bir do¼grusal kod olsun.

(i) C � C? ise C�ye bir kendi�dikgen (self�orthogonal) kod,
(ii) C = C? ise C�ye bir kendi�dual (self�dual) kod
denir.

Örnek 10 Örnek 9 (i)�deki kod bir kendi�dual koddur.

Önerme 6 n-uzunluklu bir kendi�dikgen kodun boyutu n=2 say¬s¬ndan küçük veya eşit-
tir. n�uzunluklu bir kendi�dual kodun boyutu n=2 say¬s¬na eşittir.

4.3 Hamming A¼g¬rl¬¼g¬

Tan¬m x, Fnq içinde bir sözcük olsun. wt(x) ile gösterilen ve x�in (Hamming) a¼g¬r-
l¬¼g¬ad¬verilen say¬, x�in s¬f¬rdan farkl¬koordinatlar¬n¬n say¬s¬olarak tan¬mlan¬r. Yani
d Hamming uzakl¬¼g¬olmak üzere

wt(x) = d(x; 0):
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Bir x 2 Fq eleman¬n¬1�uzunluklu bir sözcük olarak görürsek, x�in a¼g¬rl¬¼g¬n¬

wt(x) = d(x; 0) =

�
1; x 6= 0
0; x = 0

şeklinde tan¬mlayabiliriz. Buna göre x = (x1; x2; : : : ; xn) 2 Fnq için x�in a¼g¬rl¬¼g¬ayn¬
zamanda

wt(x) = wt(x1) + wt(x2) + � � �+ wt(xn)
eşitli¼gi ile de verilebilir.

Lemma 7 x ,y 2 Fnq ise d(x ,y) = wt(x � y):

Kan¬t. x; y 2 Fq için d(x; y) = 0 () x = y () x � y = 0 () wt(x � y) = 0
olaca¼g¬ndan kan¬t aç¬kt¬r.
q çift oldu¼gunda her a 2 Fq için a = �a oldu¼gundan aşa¼g¬daki sonucu verebiliriz.

Sonuç 8 q çift olsun. x ,y 2 Fnq ise d(x ,y) = wt(x + y):

Fnq de iki x = (x1; x2; : : : ; xn) 2 Fnq ve y = (y1; y2; : : : ; yn) eleman¬için

x ? y = (x1y1; x2y2; : : : ; xnyn)

olsun.

Lemma 9 x ,y 2 Fn2 ise wt(x + y) = wt(x) + wt(y)� 2wt(x ? y):

Kan¬t. Kan¬t¬ x ,y 2 F2 için vermek yeterlidir. Bunun için ise aşa¼g¬daki tabloyu
verebiliriz.

x y x ? y wt(x) + wt(y)� 2wt(x ? y) wt(x + y)
0 0 0 0 0
0 1 0 1 1
1 0 0 1 1
1 1 1 0 0

Yukar¬daki lemmadan dolay¬x ,y 2 Fn2 için wt(x + y) � wt(x) + wt(y) oldu¼gunu
söyleyebiliriz. Asl¬nda bu eşitsizlik herhangi bir Fq için de do¼grudur.

Lemma 10 Herhangi bir q ve x ,y 2 Fnq için wt(x) + wt(y) � wt(x + y) � wt(x) �
wt(y):

Kan¬t. Lemma 7 ve uzakl¬k için daha önce verdi¼gimiz üçgen eşitsizli¼gini birlikte kul-
lan¬rsak

wt(x + y) = d(x ;�y) � d(x ; 0) + d(0 ;�y) = wt(x) + wt(�y) = wt(x) + wt(y)

elde edilir. Ayr¬ca

wt(x + y) + wt(y) = d(x + y; 0) + d(0 ; y) � d(x + y; y) = wt(x + y � y) = wt(x)

elde edilir. Dolay¬s¬yla wt(x + y) � wt(x)� wt(y) olur.

Tan¬m C herhangi bir kod olsun. wt(C) ile gösterilen ve C�nin minimum a¼g¬rl¬¼g¬
ad¬ verilen say¬, C�nin s¬f¬rdan farkl¬ elemanlar¬n¬n a¼g¬rl¬klar¬n¬n en küçü¼gü olarak
tan¬mlan¬r.
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Teorem 11 C; Fq üzerinde bir do¼grusal kod olsun. d(C) = wt(C):

Kan¬t. Tan¬mdan dolay¬d(x0 ,y0) = d(C) olacak şekilde x0 ,y0 2 C vard¬r. Buna göre
x0 � y0 2 C olaca¼g¬ndan,

d(C) = d(x0 ; y0) = wt(x0 � y0) � wt(C)
elde edilir.
Tersine, wt(C) = wt(z) olacak şekilde bir z 2 C � f0g vard¬r. Buna göre

wt(C) = wt(z) = d(z ; 0) � d(C)
olur. Dolay¬s¬yla istenen elde edilir.

Örnek 11 C = f0000; 1000; 0100; 1100g şeklinde tan¬mlanan ikili do¼grusal kodunu ele
alal¬m. Buna göre

wt(1000) = 1;

wt(0100) = 1;

wt(1100) = 2

oldu¼gunu görebiliriz. Böylece d(C) = 1 olur.

4.4 Do¼grusal Kodlar¬n Bazlar¬

Do¼grusal kodlar vektör uzay¬oldu¼guna göre tüm elemanlar¬baz elemanlar¬cinsinden
yaz¬labilir. Bu bölümde gerek do¼grusal kodlar¬n gerek se duallerinin bazlar¬n¬ bul-
maya yarayan baz¬algoritmalar verece¼giz. Daha önce do¼grusal cebirden bilinen baz¬
kavramlar¬hat¬rlayal¬m.

Tan¬m A; Fq üzerinde bir matris olsun. Aşa¼g¬da tan¬mlanan işlemlerden her birine
birer temel sat¬r işlemi denir:

(a) iki sat¬r¬n yerini de¼giştirmek,26666664

...
...

ai1 � � � aim
...

...
aj1 � � � ajm
...

...

37777775
R1$R2�!

26666664

...
...

aj1 � � � ajm
...

...
ai1 � � � aim
...

...

37777775
(b) bir sat¬r¬s¬f¬rdan farkl¬bir skaler ile çarpmak,264

...
...

ai1 � � � aim
...

...

375 R1!�R1�!

264
...

...
�ai1 � � � �aim
...

...

375
(c) bir sat¬r¬n yerine kendisi ile başka bir sat¬r¬n skaler çarp¬m¬n¬n toplam¬n¬

yazmak. 26666664

...
...

ai1 � � � aim
...

...
aj1 � � � ajm
...

...

37777775
�R1+R2!R2�!

26666664

...
...

ai1 � � � aim
...

...
�ai1 + aj1 � � � �aim + ajm

...
...

37777775
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Tan¬m E¼ger iki matristen biri, di¼geri üzerine bir dizi temel sat¬r işlemi uygulanarak
elde edilebiliyor ise bu iki matrise sat¬r denk matrisler denir.

Aşa¼g¬dakiler do¼grusal cebir derslerinden iyi bilinmektedir.
(i) Fq üzerindeki her matris sat¬r eşelon formda veya sat¬r indirgenmi̧s eşelon

formda bir matris ile sat¬r denktir.
(ii) Her matrisin sat¬r indirgenmi̧s eşelon formu tektir; fakat sat¬r eşelon formu

çeşitli olabilir.
Art¬k algoritmalar¬m¬z¬vermeye başlayabiliriz.

Algoritma 1

Bu algoritma Fnq uzay¬n¬n boştan farkl¬bir S alt kümesi verildi¼ginde C =< S >
alt uzay¬n¬n bir baz¬n¬ nas¬l bulabilece¼gimizi göstermektedir. Bunun için aşa¼g¬daki
ad¬mlar¬izleriz:

� sat¬rlar¬S kümesinin elemanlar¬ndan oluşan A matrisini oluştur.

� A üzerinde temel sat¬r i̧slemleri yaparak A�ya denk sat¬r eşelon formda bir matris
bul.

� Bu sat¬r eşelon formun s¬f¬rdan farkl¬sat¬rlar¬C�nin bir baz¬d¬r.

Örnek 12 q = 3 olsun. S = f12101; 20110; 01122; 11010g olmak üzere C =< S > alt
uzay¬n¬n bir baz¬n¬bulal¬m.

A =

0BB@
12101
20110
01122
11010

1CCA!

0BB@
12101
02211
01122
02212

1CCA!

0BB@
12101
01122
00001
00000

1CCA
olaca¼g¬ndan, yukar¬daki algoritmadan dolay¬, f12101; 01122; 00001g kümesi C�nin bir
baz¬olur.

Algoritma 2

Bu algoritma da, yukar¬daki algoritma gibi, Fnq uzay¬n¬n boştan farkl¬ bir S alt
kümesi verildi¼ginde C =< S > alt uzay¬n¬n bir baz¬n¬nas¬l bulabilece¼gimizi göster-
mektedir. Bunun için aşa¼g¬daki ad¬mlar¬izleriz:

� sütunlar¬S kümesinin elemanlar¬ndan oluşan A matrisini oluştur.

� A üzerinde temel sat¬r i̧slemleri yaparak A�ya denk, sat¬r eşelon formda bir matris
bul.

� s¬f¬rdan farkl¬sat¬rlar¬n, soldan sa¼ga do¼gru s¬f¬rdan farkl¬ ilk elemanlar¬n¬n bu-
lundu¼gu sütunlar¬(k¬saca öncü sütunlar¬n¬) belirle.

� A matrisinin bu sütunlara kaŗs¬l¬k gelen sütunlar¬, C�nin bir baz¬n¬verir.
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Örnek 13 q = 2 olsun. S = f11101; 10110; 01011; 11010g olmak üzere C =< S > alt
uzay¬n¬n bir baz¬n¬bulal¬m.

A =

0BBBB@
1101
1011
1100
0111
1010

1CCCCA!

0BBBB@
1101
0110
0001
0111
0111

1CCCCA!

0BBBB@
1101
0110
0001
0000
0000

1CCCCA
olaca¼g¬ndan, yukar¬daki algoritmadan dolay¬, f11101; 10110; 11010g kümesi C�nin bir
baz¬d¬r.

Not. Dikkat edilirse ikinci algoritmada elde edilen baz, S kümesinin her zaman bir alt
kümesidir. Bu durum birinci algoritma için her zaman mümkün de¼gildir.

Algoritma 3

Bu algoritma Fnq uzay¬n¬n boştan farkl¬bir S alt kümesi verildi¼ginde, C =< S >
olmak üzere, C? alt uzay¬n¬n bir baz¬n¬nas¬l bulabilece¼gimizi göstermektedir. Bunun
için aşa¼g¬daki ad¬mlar¬izleriz:

� sat¬rlar¬S kümesinin elemanlar¬ndan oluşan A matrisini oluştur.

� A üzerinde temel sat¬r i̧slemleri yaparak A�n¬n sat¬r indirgenmi̧s eşelon formunu
bul.

� bu eşelon formun s¬f¬rdan farkl¬tüm sat¬rlar¬n¬yeni bir G (k � n) matrisi olarak
yaz.

� G�nin sütunlar¬n¬n yerlerini
G0 = (IkjX)

tipindeki matrisi elde edecek şekilde de¼gi̧stir. (Burada Ik; k�boyutlu birim matrisi
göstermektedir.)

� H 0 = (�XT jIn�k) matrisini oluştur. (Burada XT ; X matrisinin transpozunu
göstermektedir.)

� daha önce G�nin sütunlar¬n¬kar¬̧st¬r¬rken yapt¬¼g¬m¬z i̧slemleri geri alarak, H 0 mat-
risinin sütunlar¬n¬n yerlerini de¼gi̧stir ve yeni H matrisini yaz.

� H matrisinin sat¬rlar¬C? alt uzay¬n¬n bir baz¬d¬r.

Örnek 14 q = 3 olsun. A matrisinin sat¬r indirgenmiş eşelon formu

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

G =

0BBBB@
1 0 2 0 0 2 0 1 0 2
0 0 0 1 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 2 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 2

1CCCCA
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ise C? uzay¬n¬n bir baz¬n¬bulal¬m. G�nin öncü sütunlar¬1; 4; 5; 7 ve 9 nolu sütunlard¬r.
G�nin sütular¬n¬yeni s¬ras¬1; 4; 5; 7; 9; 2; 3; 6; 8; 10 olacak şekilde taş¬rsak

1 4 5 7 9 2 3 6 8 10

G0 = (I5jX) =

0BBBB@
1 0 0 0 0 0 2 2 1 2
0 1 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0 2 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 2

1CCCCA
elde ederiz. Yukar¬daki algoritmada tarif edildi¼gi gibi H 0 ve H matrislerini

1 4 5 7 9 2 3 6 8 10

H 0 =

0BBBB@
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
1 2 0 0 0 0 0 1 0 0
2 0 1 0 0 0 0 0 1 0
1 2 0 2 1 0 0 0 0 1

1CCCCA
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

H =

0BBBB@
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 2 0 1 0 0 0 0
2 0 0 0 1 0 0 1 0 0
1 0 0 2 0 0 2 0 1 1

1CCCCA
şeklinde buluruz. Buna göre algoritmadan, H matrisinin sat¬rlar¬C? uzay¬n¬n bir baz¬
olur.

4.5 Üreteç ve Eşlik�Denetim Matrisleri

Tan¬m C bir kod olsun.
(i) Sat¬rlar¬C�nin bir baz¬olan bir matrise C kodunun bir üreteç matrisi denir.
(ii) C? dual uzay¬n¬n bir üreteç matrisine C kodunun bir eşlik�denetim matrisi
denir.

Not. (i) C bir [n; k]�do¼grusal kodu ise C�nin her üreteç matrisi k � n boyutlu, her
eşlik�denetim matrisi ise (n� k)� n boyutludur.
(ii) Bir önceki bölümde verilen (3) nolu altgoritma ile bir C do¼grusal kodunun hem

üreteç hem de eşlik�denetim matrisini bulabiliriz.
(iii) Bir vektör uzay¬n¬n çeşitli bazlar¬ olabildi¼gi için bir do¼grusal kodun üreteç

matrisleri de çok çeşitli olabilir. Hatta do¼grusal kodun baz¬n¬ sabit tutsak bile bir
üreteç matrisinin sat¬rlar¬n¬n yerlerini de¼gi̧stirerek yeni üreteç matrisleri elde etmi̧s
oluruz.
(iv) k�n boyutlu bir G matrisinin bir C kodunun üreteç matirisi oldu¼gunu göster-

mek için G�nin sat¬rlar¬n¬n C�nin kod sözcükleri oldu¼gunu ve bu sat¬rlar¬n do¼grusal
ba¼g¬ms¬z oldu¼gunu görmek yeterlidir. Alternatif olarak C�nin, G�nin sat¬r uzay¬içinde
oldu¼gu da gösterilebilir.
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Tan¬m (i) Bir üreteç matrisi (IkjX) yap¬s¬nda ise bu matris için �standart yap¬dad¬r�
denir.

(ii) Bir eşlik�denetim matrisi (Y jIn�k) yap¬s¬nda ise bu matris için de �standart
yap¬dad¬r�denir.

Lemma 12 C, Fq üzerinde bir [n; k]�do¼grusal kodu ve G; C�nin bir üreteç matrisi
olsun. Buna göre v 2 Fnq eleman¬C? içindedir ancak ve ancak v G�nin her sat¬r¬na
diktir. Yani v 2 C? () vGT = 0: Özel olarak, (n � k) � n boyutlu bir H matrisi
verildi¼ginde, H; C�nin bir eşilik�denetim matrisidir ancak ve ancak H�nin sat¬rlar¬
do¼grusal ba¼g¬ms¬z ve HGT = 0 d¬r.

Not. Yukar¬daki lemmay¬ona denk olan başka bir ifadeyle aşa¼g¬daki şeklide de vermek
mümkündür:
C, Fq üzerinde bir [n; k]�do¼grusal kodu ve H; C�nin bir eşlik�denetim matrisi olsun.

Buna göre v 2 Fnq eleman¬ C içindedir ancak ve ancak v H�nin her sat¬r¬na diktir.
Yani v 2 C () vHT = 0: Özel olarak, k � n boyutlu bir G matrisi verildi¼ginde,
G; C�nin bir üreteç matrisidir ancak ve ancak G�nin sat¬rlar¬ do¼grusal ba¼g¬ms¬z ve
GHT = 0 d¬r.

Teorem 13 C bir do¼grusal kod ve H; C�nin bir eşlik�denetim matrisi olsun. Buna
göre

(i) d(C) � d ancak ve ancak H�nin herhangi d�1 adet sütunu do¼grusal ba¼g¬ms¬zd¬r.
(ii) d(C) � d ancak ve ancak H�nin d adet do¼grusal ba¼g¬ml¬sütunu vard¬r.

Sonuç 14 C bir do¼grusal kod ve H; C�nin bir eşlik�denetim matrisi olsun. Buna göre
aşa¼g¬dakiler denktir:

(i) d(C) = d
(ii) H�nin herhangi d�1 adet sütunu do¼grusal ba¼g¬ms¬zd¬r ve H�nin d adet do¼grusal

ba¼g¬ml¬sütunu vard¬r.

Örnek 15 C, eşlik�denetim matrisi

H =

0@ 10100
11010
01001

1A
olan bir ikili do¼grusal kod olsun.

Teorem 15 C bir [n; k]�do¼grusal kodu ve G = (IkjX); C�nin standart yap¬daki üreteç
matrisi olsun. Buna göre C�nin eşlik�denetim matrisi H = (�XT jIn�k) olur.

Örnek 16 S = f11101; 10110; 01011; 11010g olmak üzere C =< S > ikili do¼grusal
kodu için bir eşlik�denetim matrisi bulunuz.

Aşa¼g¬daki örnekten de görülebilece¼gi gibi her do¼grusal kodun standart yap¬da bir
üreteç matrise sahip olma zorunlulu¼gu yoktur.

Örnek 17 C = f000; 001; 100; 101g ikili do¼grusal kodunu ele alal¬m.
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4.6 Do¼grusal Kodlar¬n Denkli¼gi

Do¼grusal kodlar, standart yap¬da üreteç matrisine sahip olmak zorunda de¼gillerse de
kod sözcüklerinin koordinatlar¬n¬n uygun bir şeklide yerlerini de¼gi̧stimek suretiyle,
hatta baz¬koordinatlar¬ s¬f¬rdan farkl¬uygun skalerlerle çarpmak suretiyle, standart
yap¬da bir üreteç matrisine sahip bir do¼grusal kod elde edilebilir.

Tan¬m Fq üzerinde iki adet (n;M)�kodundan biri di¼gerinden aşa¼g¬daki işlemlerin bir
dizisi uygulanarak elde edilebiliyor ise bu iki kod için �denktir�denir:

(i) kod sözcüklerinin koordinatlar¬n¬n permütasyonu;
(ii) sabit bir konumdaki koordinat¬n s¬f¬rdan farkl¬bir skaler ile çarp¬m¬.

Örnek 18 F3 üzerinde C = f000; 011; 001; 002; 010; 020; 012; 021; 022g kodunun sözcük-
lerinin 3. koordinatlar¬n¬2 ile çarp¬p, koordinatlar¬2; 3; 1 s¬ras¬nda yazarsak C�ye denk
olan

C 0 = f000; 120; 020; 010; 100; 200; 110; 220; 210g
kodunu elde ederiz.

Teorem 16 Her do¼grusal kod, standart yap¬da üreteç matrisine sahip bir kod ile denk-
tir.

Örnek 19 C aşa¼g¬daki gibi bir üreteç matirisine sahip ikili kod olsun:

G =

0@ 1100001
0010011
0001001

1A :
G�nin sütunlar¬n¬1; 3; 4; 2; 5; 6; 7 s¬ras¬nda yazarsak stantart yap¬daki

G0 =

0@ 100 1001
010 0011
001 0001

1A
matrisini elde ederiz. C 0, G0 matrisi taraf¬ndan üretilen kod ise C 0 ile C kodlar¬denk
olur.

Örnek 20 Örnek 17�de C = f000; 001; 100; 101g kodunun standart yap¬da bir üreteç
matrisine sahip olmad¬¼g¬n¬görmüştük. Ancak ikinci ve üçüncü koordinatlar¬n yerlerini
de¼giştirerek C�ye denk olan C 0 = f000; 010; 100; 110g kodunu elde ederiz. Dikkat edilirse
C 0 kodu standart yap¬da olan �

100
010

�
üreteç matrisine sahiptir.

4.7 Do¼grusal Kodlar ile Kodlama

C; Fq üzerinde bir [n; k; d]�do¼grusal kodu olsun. C�nin her kod sözcü¼gü bir bilgi
parças¬n¬temsil edebilir. Böylece C kodu sayesinde qk adet farkl¬bilgi parças¬temsil
edilebilir. fr1; r2; : : : ; rkg; C�nin bir baz¬ise her kod sözcü¼gü v, uygun u1; u2; : : : ; uk 2
Fq için r1; r2; : : : ; rk vektörlerinin

v = u1r1 + � � �+ unrk
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do¼grusal kombinasyonu şeklinde yaz¬labilir. G, C�nin i�yinci sat¬r¬ ri olan üreteç
matirisi olsun. Bir u = (u1; : : : ; uk) 2 Fkq verildi¼ginde

v = uG = u1r1 + � � �+ unrk

C�nin bir kod sözcü¼gü olur. Tersine her v 2 C için v = uG olacak şekilde tek türlü
u = (u1; : : : ; uk) 2 Fkq vard¬r. Böylece her u 2 Fkq sözcü¼gü v = uG şeklinde kodlanabilir.
Fkq kümesinin u elemanlar¬n¬n v = uG şeklinde kod sözcükleri olarak temsil edilmesi

i̧slemine kodlama denir.

Örnek 21

G =

0@ 10110
01011
00101

1A
olmak üzere C; üreteç matrisi G olan bir ikili [5; 3]�do¼grusal kodu olsun. Buna göre u
= 101 mesaj¬

v = uG = (101)

0@ 10110
01011
00101

1A = 10011

olarak kodlan¬r. Dikkat edilirse C kodunun bilgi oran¬3=5 tir. Yani 5 bitten yaln¬z 3�ü
mesaj¬taş¬mak için kullan¬l¬r.

Not. Standart yap¬da üreteç matrise sahip kodlarla çal¬̧smak önemli kolayl¬klar sa¼glaya-
bilmektedir. Örne¼gin C standat yap¬da üreteç matrisine sahip bir [n; k; d]�do¼grusal
kodu olsun. v = uG kod sözcü¼günden u mesaj¬n¬çözmek kolayd¬r. Çünkü

v = uG = u(IjX) = (u;uX);

yani v = uG kod sözcü¼günün ilk k basama¼g¬u�yu vermektedir. Bu basamaklaramesaj
basamaklar¬, geri kalan n � k adet basama¼ga ise kontrol basamaklar¬ad¬verilir.
Burada kontrol basamaklar¬mesaja, onu gürültüden korumak için eklenen fazlal¬¼g¬
temsil etmektedir.

4.8 Do¼grusal Kodlar¬n Çözülmesi

Bir kod ancak verimli bir kod çözme düzeni uygulanabiliyorsa pratik kullan¬ma elveri̧sli
olur. Bu bölümde do¼grusal kodlar için asgari uzakl¬k kod çözme kural¬ile onu biraz
daha iyileştiren bir de¼gi̧sikli¼gi ele alaca¼g¬z.

4.8.1 Kosetler

Tan¬m C, Fq üzerinde n�uzunluklu bir do¼grusal kod ve u 2 Fnq herhangi bir vektör
olsun.

u + C = f u + v : v 2 Cg
kümesine C�nin u�yu içeren koseti denir.
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Örnek 22 q = 2 ve C = f000; 101; 010; 111g olsun. Buna göre

000 + C = f000; 101; 010; 111g
001 + C = f001; 100; 011; 110g
010 + C = f010; 111; 000; 101g
100 + C = f100; 001; 110; 011g
011 + C = f011; 110; 001; 100g
101 + C = f101; 000; 111; 010g
110 + C = f110; 011; 100; 001g
111 + C = f111; 010; 101; 000g

olur. Dikkat edilirse aşa¼g¬daki gibi iki adet farkl¬koset vard¬r:

000 + C = 010 + C = 101 + C = 111 + C

001 + C = 011 + C = 100 + C = 110 + C = F32nC:

Teorem 17 C; Fq üzerinde bir [n; k; d]�do¼grusal kodu olsun.
(i) Fnq�deki her vektör C�nin bir koseti taraf¬ndan içerilir.
(ii) Her u 2 Fnq için ju + Cj = jCj = qk:
(iii) Her u, v 2 Fnq için u 2 v +C ) u +C = v +C:

(iv) ·Iki koset ya eşittir ya da ayr¬kt¬r.

(v) C�nin toplam qn�k adet farkl¬koseti vard¬r.

(vi) Her u, v 2 Fnq için u � v 2 C ancak ve ancak u ve v ayn¬koset içindedir.

Örnek 23 C = f0000; 1011; 0101; 1110g ikili kodunu ele alal¬m. C�nin tüm kosetleri

0000 + C = f0000; 1011; 0101; 1110g
0001 + C = f0001; 1010; 0100; 1111g
0010 + C = f0010; 1001; 0111; 1100g
1000 + C = f1000; 0011; 1101; 0110g

olarak bulunur.

Tan¬m Bir kosetteki a¼g¬rl¬¼g¬en küçük olan bir elemana kosetin bir öncüsü denir.

Örnek 24 Bir önceki örnekte buldu¼gumuz kosetlerin ilk elemanlar¬, bu kosetlerin öncü-
leridir.

4.8.2 Do¼grusal Kodlar için Asgari Uzakl¬k Kod Çözme Kural¬

C bir do¼grusal kod olsun. Kabul edelim ki bir v kod sözcü¼gü gönderilmi̧s ve w al¬nm¬̧s
olsun.

e = w � v 2 w + C

şeklinde tan¬ml¬ e vektörüne hata dizgesi diyece¼giz. Buna göre w � e = v 2 C
olaca¼g¬ndan, Teorem 17 (iv) gere¼gince, e hata dizgesi ile w sözcü¼gü ayn¬koset içinde
olur.
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Asgari uzakl¬k kod çözme kural¬na göre al¬nan sözcük, kendisi ile en küçük uzakl¬¼ga
sahip olan kod sözcü¼gü olarak çözülür. Yani w sözcü¼gü d(v ; w) uzakl¬¼g¬n¬en küçük
yapan v kod sözcü¼gü olarak çözülür. d(v ; w) = wt( w � v ) = wt( e ) oldu¼gundan,
w +C kosetinin, wt( e ) en küçük olacak şekildeki e eleman¬n¬ seçip v = e � w
yazmak ta ayn¬i̧si görür.

Örnek 25 q = 2 ve C = f0000; 1011; 0101; 1110g olsun. Buna göre (i) w = 1101 ve
(ii) w = 1111 sözcüklerini çözelim:

Öncelikle Örnek 23�de oldu¼gu gibi C�nin tüm kosetlerini yazal¬m:

0000 + C : 0000 1011 0101 1110

0001 + C : 0001 1010 0100 1111

0010 + C : 0010 1001 0111 1100

1000 + C : 1000 0011 1101 0110

(i) w = 1101 :
(ii) w = 1111 :

4.8.3 Sendrom ile Kod Çözme

Yukar¬daki gibi kod çözme i̧slemi n küçük al¬nd¬¼g¬ sürece oldukça iyi çal¬̧smaktad¬r.
Fakat n büyük olursa, bu i̧slem çok zaman alabilir. Al¬nan sözcü¼gün ait oldu¼gu koseti
tan¬mlamada sendrom kavram¬ndan faydalanarak biraz zaman kazanabiliriz.

Tan¬m C; Fq üzerinde bir [n; k]�do¼grusal kodu ve H; C�nin bir eşlik�denetim matrisi ol-
sun. w 2 F nq için S(w) = wHT 2 F n�kq sözcü¼güne w�nun sendromu denir. Sendrom,
eşlik�denetim matrisinin seçimine ba¼gl¬ oldu¼gundan, w�nun sendromunu SH(w) ile
göstermek yerinde olur. Fakat bir karmaşaya neden olmad¬¼g¬durumlarda, daha sade
olmas¬aç¬s¬nda, S(w) gösterimini tercih edece¼giz.

Teorem 18 C; bir [n; k]�do¼grusal kodu ve H; C�nin bir eşlik�denetim matrisi olsun.
u;v 2 Fnq için
(i) S(u + v) = S(u) + S(v):

(ii) S(u) = 0 ancak ve ancak u 2 C:
(iii) S(u) = S(v) ancak ve ancak u ve v C�nin ayn¬koseti içindedir.

Not. (i) Yukar¬daki teoremin üçüncü k¬sm¬ndan dolay¬, ayn¬sendroma sahip sözcük-
lerin bir koseti teşkil edece¼gini söyleyebiliriz. Buna göre bir kosetin sendromunu onun
herhangi bir eleman¬n¬n sendromu olarak tan¬mlamak mümkündür. Başka bir deyi̧sle,
sendromlar ile kosetler aras¬nda bir birebir eşleme vard¬r.

(ii) Sendromlar Fn�kq uzay¬nda oldu¼gundan en fazla qn�kadet sendrom vard¬r. Teorem
17 (v) den dolay¬C�nin qn�k adet koseti bulunur. Dolay¬s¬yla bunlara kaŗs¬l¬k qn�k

adet farkl¬sendrom bulunmaktad¬r. Yani Fn�kq kümesinin her eleman¬bir sendromdur.

Tan¬mKoset öncüleri ile bunlar¬n sendromlar¬n¬eşleştiren br tabloya sendrom tablosu
denir.
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Tam asgari uzakl¬k kod çözmeyi kullanacak oldu¼gumuzu varsayarsak, bir sendrom
tablosu yapmak için aşa¼g¬daki ad¬mlar¬izleyebiliriz:

1. Koda ait bütün kosetleri listeleriz ve her kosetten u gibi bir öncü seçeriz.

2. Koda ait H gibi bir eşlik�denetim matrisi buluruz ve her u için S(u) = uHT

sendromu hesaplan¬r.

Not. E¼ger tam olmayan asgari uzakl¬k kod çözme kural¬n¬kullanacak olursak, yukar¬-
daki birinci ad¬mda birden fazla öncü ile kaŗs¬laşmam¬z halinde, bir öncü seçimi yap-
madan, ilgili yere yaln¬zca ���i̧sareti koyaca¼g¬z.

Örnek 26 C = f0000; 1011; 0101; 1110g ikili do¼grusal kodu için, tam asgari uzakl¬k
kod çözmeyi kullanacak oldu¼gumuzu varsayarsak, bir sendrom tablosu yapal¬m.

Önerme 19 C bir do¼grusal kod ve d(C) = d olsun. Bir e 2 Fnq için,

wt(e) �
�
d� 1
2

�
ise e, C�nin kendisini içeren kosetinin tek öncü eleman¬d¬r.

Not. Dikkat edilirse koset öncüleri hata dizgelerine kaŗs¬l¬k gelmektedir. C bir do¼grusal
kod ve d(C) = d ise

wt(e) �
�
d� 1
2

�
olacak şekildeki her e sözcü¼gü, içinde bulundu¼gu kosetin tek öncü eleman¬olaca¼g¬ndan,
hata dizgelerini bulurken önce bu özellikteki e sözcüklerini belirleyerek i̧se başlamak,
sendrom tablosu haz¬rlamada büyük kolayl¬k sa¼glayacakt¬r.

Örnek 27 C bir do¼grusal kod ve

H =

0@ 1 0 1 1 0 0
1 1 1 0 1 0
0 1 1 0 0 1

1A
matrisi C�nin bir eşlik�denetim matrisi olsun. Tam asgari uzakl¬k kod çözmeyi kul-
lanacak oldu¼gumuzu varsayarsak C için bir sendrom tablosu yapaca¼g¬z:

Sendrom ile kod çözme i̧slemi
Ad¬m 1. Al¬nan w sözcü¼gü için S(w) sendromunu hesaplar¬z.

Ad¬m 2. Sendrom tablosundan S(u) = S(w) olacak şeklideki u koset öncüsünü
buluruz.

Ad¬m 3. w sözcü¼günü v = w � u olarak çözeriz.

Örnek 28 q = 2 ve C = f0000; 1011; 0101; 1110g olsun. Daha önce 25�de yapt¬¼g¬m¬z
işi burada sendrom ile kod çözme tekni¼gini kullanarak yapal¬m. Buna göre al¬nan (i)
w = 1101 ve (ii) w = 1111 sözcüklerini aşa¼g¬daki gibi çözebiliriz:
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4.9 Baz¬Do¼grusal Kodlar : Hamming ve Golay Kodlar¬

4.9.1 Hamming Kodlar¬

Hamming kodlar¬R. W. Hamming ve M. J. E. Golay taraf¬ndan keşfedilmi̧stir. ·Il-
ginç özellikleri ile birlikte kolay kodlanmalar¬ve çözülmeleri nedeniyle önemli bir kod
s¬n¬f¬n¬teşkil ederler. Hamming kodlar¬bütün sonlu cisimler üzerinde tan¬mlanabiliyor
olmalar¬na ra¼gmen biz özel olarak ikili Hamming kodlar¬ile başlayaca¼g¬z.

Tan¬m r � 2 olmak üzere uzunlu¼gu n = 2r � 1 ve eşlik�denetim matrisi, sütunlar¬
Fr2�nin bütün s¬f¬rdan farkl¬ vektörlerinden oluşan bir matris olan ikili koda bir ikili
Hamming kodu denir. Bu kodu Ham(r; 2) ile gösterece¼giz.
Dikkat edilirse yukar¬daki tan¬mda sözü edilen eşlik�denetim matrisinin sütunlar¬

için bir s¬ralama belirtilmemi̧stir. Dolay¬s¬yla, bu tan¬m ancak kodlar¬n denkli¼gi fark¬
ile iyi tan¬ml¬d¬r.
Bu tan¬mda tarif edilen matrisin bir kod için eşlik�denetim matrisi olmaya elveri̧sli

oldu¼gu garantidir. (Neden?)

Örnek 29 Ham(3; 2) olarak uzunlu¼gu 7 ve eşlik�denetim matrisi

H =

0@ 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1

1A
olan kodu alabiliriz.

Önerme 20 (i) Ayn¬uzunlu¼ga sahip bütün ikili Hamming kodlar¬denktir.
(ii) Ham(r; 2) kodunun boyutu k = 2r � 1� r dir.
(iii) Ham(r; 2) kodunun uzakl¬¼g¬d = 3 tür. Buna göre Ham(2; r) kodu tam�1�hata

düzelticidir.

Hamming Kodlar¬ile Kod Çözme
Ham(r; 2) kodu için toplam qn�k = 22

r�1�(2r�1�r) = 2r = n + 1 adet farkl¬koset
vard¬r. Ham(r; 2) uzakl¬¼g¬3 olan bir kod oldu¼gundan Önerme 19�den dolay¬a¼g¬rl¬¼g¬
en çok 1 olan n + 1 adet vektör koset öncülerinin tamam¬n¬verir. j.yinci konumda 1
ve di¼ger konumlarda 0 bulunan vektörü ej ile gösterirsek ej�nin sendromu ejHT , yani
H�nin j.yinci sütununun transpozudur.
E¼ger H�yi j:yinci sütunu j say¬s¬n¬n ikilik düzendeki kaŗs¬l¬¼g¬olacak şekilde düzen-

lersek, kod çözmeyi aşa¼g¬daki ad¬mlar¬takip ederek yapabiliriz:
Ad¬m 1. Bir w sözcü¼gü al¬nd¬¼g¬nda w�nun sendromunu hesaplar¬z.
Ad¬m 2. S(w) = 0 olursa w�nun gönderilen kod sözcü¼gü oldu¼gunu kabul ederiz.
Ad¬m 3. S(w) 6= 0 ise S(w); uygun bir 1 � j � 2r � 1 için, j�nin ikilik düzendeki

kaŗs¬l¬¼g¬d¬r. Böylece gönderilen sözcü¼gü w � ej olarak buluruz.

Örnek 30 Bir önceki örnekte verilen Hamming kodunu ele alal¬m. w = 1001001 olarak
al¬nan sözcü¼gü aşa¼g¬daki gibi çözebiliriz:

Tan¬m Ham(r; 2) ikili Hamming kodunun dualine ikili simpleks kod denir ve S(r; 2) ile
gösterilir.
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Tan¬m Fq üzerindeki herhangi bir C kodu için

C =

��
c1; : : : ; cn;�

nP
i=1

ci

�
: (c1; : : : cn) 2 C

�
şeklindeki koda C�nin genişletilmiş kodu denir. q = 2 oldu¼gunda �

Pn
i=1 ci =

Pn
i=1 ci

ek koordinat¬na eşlik�denetim koordinat¬denir.

Teorem 21 C; Fq üzerinde bir (n;M; d)�kodu ise C; Fq üzerinde bir (n + 1;M; d0)�
kodudur öyle ki d � d0 � d+1: E¼ger C kodu do¼grusal ise C kodu da do¼grusald¬r. Ayr¬ca
C do¼grusal oldu¼gunda H; C�nin bir eşlik�denetim matrisi ise0BBB@

0

H
...
0

1 � � � 1 1

1CCCA
matrisi de C kodunun bir eşlik�denetim matrisidir.

Tan¬m Ham(r; 2) kodundan, eşlik�denetim koordinat¬ekleyerek elde edilen genişletilmiş
koda, genişletilmiş ikili Hamming kodu denir ve Ham(r; 2) ile gösterilir.

Önerme 22 (i) Ham(r; 2); bir ikili [2r; 2r � 1� r; 4]�do¼grusal kodudur.
(ii) H; Ham(r; 2) için bir eşlik�denetim matrisi olmak üzere0BBB@

0

H
...
0

1 � � � 1 1

1CCCA
matrisi de Ham(r; 2) için bir eşlik�denetim matrisidir.

Örnek 31 Ham(3; 2) genişletilmiş ikili Hamming kodunu ele alal¬m. Tam olmayan
kod çözme kural¬bu kod için aşa¼g¬daki gibi çal¬̧s¬r.

Tan¬m r � 2 olsun. H matrisi, sütunlar¬na Frq uzay¬n¬n 1�boyutlu her alt uzay¬ndan
(yaln¬zca) birer adet s¬f¬rdan farkl¬ vektör yaz¬lmas¬ ile elde edilmiş bir matris olsun.
Eşlik�denetim matrisi H olan bir q�lu do¼grusal koda bir q�lu Hamming kodu denir ve
genellikle Ham(r; q) şeklinde gösterilir.

Yukar¬daki tan¬mda tarif edilen H matrisinin sütunlar¬için bir k¬s¬tlama verilmemi̧s
olmas¬na ra¼gmen bu kurala uygun şeklide elde edilmi̧s bütün matrislerin do¼gurdu¼gu
kodlar denk olaca¼g¬ndan, tan¬m¬m¬z kodlar¬n denk olmas¬fark¬ile iyi tan¬ml¬d¬r.

q = 2 al¬nd¬¼g¬nda yukar¬daki gibi tan¬mlanan ikili Hamminig kodu ile daha önce,
konunun baş¬nda, tan¬mlad¬¼g¬m¬z ikili Hamming kodu çak¬̧smaktad¬r. (Neden?)

Not. Ham(q; r) için bir eşlik�denetim matrisi bulman¬n bir kolay yolu, sütunlar¬Frq
�nin (soldan sa¼ga) s¬f¬rdan farkl¬ ilk giri̧si 1 olan bütün s¬f¬rdan farkl¬vektörlerinden
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ibaret olan matrisi almakt¬r. Örne¼gin Ham(3; 3) için bir eşlik�denetim matrisi yazmak
istersek, sütunlar¬100; 101; 102; 110; 111; 112; 120; 121; 122; 010; 011; 012 ve 001
vektörlerinden oluşan matrisi yani0@ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

0 0 0 1 1 1 2 2 2 1 1 1 0
0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 1

1A
Önerme 23 Ham(r; q) bir [(qr � 1)=(q � 1); (qr � 1)=(q � 1)� r; 3]�do¼grusal kodudur.

q�lu Hamming Kodlar¬ile Kod Çözme

Ham(r; q) bir tam�1�hata düzeltici kod oldu¼gundan, s¬f¬rdan farkl¬tüm koset öncü-
leri a¼g¬rl¬¼g¬1 olan vektörlerdir. (Neden?) Buna göre tipik bir koset öncüsü j�yinci
konumunda bir b 2 Fqnf0g bulunduran ve di¼ger tüm konumlar¬s¬f¬r olan, ej;b ile gös-
terdi¼gimiz, vektör olur. Dikkat edilirse cj; H�nin j�yinci sütunu olmak üzere

S(ej;b) = bc
T
j

olur. Kod çözme i̧slemini aşa¼g¬daki ad¬mlar¬izleyerek yapabiliriz:
Ad¬m 1. Bir w sözcü¼gü al¬nd¬¼g¬nda w�nun sendromunu hesaplar¬z.
Ad¬m 2. S(w) = 0 olursa w�nun gönderilen kod sözcü¼gü oldu¼gunu kabul ederiz.
Ad¬m 3. S(w) 6= 0 ise S(w) = S(ej;b) olacak şekildeki tek türlü belirli ej;b sözcü¼günü

buluruz. Buna göre w sözcü¼gü w � ej;b olarak çözülür.

4.9.2 Golay Kodlar¬

Tan¬m A matrisi 0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0
1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1
1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1
1 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0
1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1
1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1
1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1
1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0
1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0
1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0
1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA
şeklinde bir 12� 12 kare matris ve

G = (I12jA)

olmak üzere üreteç matrisi G olan ikili do¼grusal koda bir genişletilmiş ikili Golay
kodu denir ve G24 ile gösterilir.
Not. 1977 senesinde Jüpiter ve Satürn gezegenlerine gönderilen Voyager 1 ve 2 adl¬
uzay araçlar¬ndan geçilen bilimsel verilerin kodlanmas¬ve çözülmesinde bu kod kul-
lan¬lm¬̧st¬r.
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Önerme 24 (i) G24 kodunun uzunlu¼gu 24 ve boyutu ise 12 dir.

(ii) 12� 24 boyutlu H = (AjI12) matrisi G24 kodu için bir eşlik�denetim matrisidir.

(iii) G24 kodu bir kendi�dual koddur, yani G24 = G?24:

(iv) 12� 24 boyutlu H 0 = (I12jA) (= G) matrisi G24 kodu için başka bir eşlik�denetim
matrisidir.

(v) 12�24 boyutlu G0 = (Aj12) (= H) matrisi G24 kodu için başka bir üreteç matrisidir.
(vi) G24�ün kod sözcüklerinin a¼g¬rl¬klar¬4�ün kat¬d¬r.

(vii) G24 kodunun a¼g¬rl¬¼g¬ 4 olan bir eleman¬ yoktur. Dolay¬s¬yla G24�ün uzakl¬¼g¬ 8
�dir.

Tan¬m 25 bA matrisi bir önceki tan¬mda verilen A matrisinden son sütunun ç¬kar¬l-
mas¬ile elde edilen 12� 11 boyutlu matris ve

bG = (I12j bA)
olmak üzere üreteç matrisi bG olan ikili do¼grusal koda bir ikili Golay kodu denir ve
G24 ile gösterilir.

Önerme 26 G23 kodunun uzunlu¼gu 23 ve boyutu 12�dir. Bu kodun genişletilmiş kodu
G24 kodudur ve bu kodun bir eşlik�denetim matrisi

bH = ( bAT jI11)
şeklinde verilebilir. Ayr¬ca G23�ün uzakl¬¼g¬7�dir.
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5 Do¼grusal Kodlar¬n ·Inşas¬
Teorem 1 Kabul edelim ki Fq üzerinde bir [n; k; d]�do¼grusal kodu bulunsun. Buna göre

(i) r � 1 olmak üzere Fq üzerinde bir [n+ r; k; d]�do¼grusal kodu vard¬r.
(ii) 1 � r � k � 1 olmak üzere Fq üzerinde bir [n; k � r; d]�do¼grusal kodu vard¬r.
(iii) 1 � r � d�1 olmak üzere Fq üzerinde bir [n�r; k; d�r]�do¼grusal kodu vard¬r.
(iv) 1 � r � d� 1 olmak üzere Fq üzerinde bir [n; k; d� r]�do¼grusal kodu vard¬r.
(v) 1 � r � k�1 olmak üzere Fq üzerinde bir [n�r; k�r; d]�do¼grusal kodu vard¬r.

Not. Yukar¬daki teorem öncekine göre daha kötü parametrelere sahip yeni kodlar
üretti¼gi için kod inşa etmek için pek elveri̧sli de¼gildir. Fakat bu teorem kodlar üzerinde
çal¬̧s¬rken oldukça kullan¬̧sl¬d¬r.

Sonuç 2 E¼ger Fq üzerinde bir [n; k; d]�do¼grusal kodu varsa o zaman r � 0; 0 � s �
k � 1 ve 0 � t � d � 1 olmak üzere Fq üzerinde bir [n + r; k � s; d � t]�do¼grusal kodu
vard¬r.

Örnek 1 7 uzunluklu bir ikili Hamming kodu bir [7; 4; 3]�do¼grusal kodudur. Buna göre
n � 7 için [n; 4; 3]�do¼grusal kodlar¬ ve 1 � k � 4 için [7; k; 3]�do¼grusal kodlar¬ elde
edebiliriz.

Teorem 3 i = 1; 2 için Ci; Fq üzerinde bir [ni; ki; di]�do¼grusal kodu olsun. C1 ve C2
kodlar¬n¬n dik toplam¬olarak adland¬r¬lan

C1 � C2 = f(c1; c2) : c1 2 C1; c2 2 C2g

Fq üzerinde bir [n1 + n2; k1 + k2;minfd1; d2g]�do¼grusal kodudur.

Not. i = 1; 2 için Gi; Ci do¼grusal kodunun bir üreteç matrisi olsun. Bu durumda�
G1 0
0 G2

�
matrisi de C1 � C2 kodunun bir üreteç matrisidir. (Burada 0 ile �s¬f¬r matrisi�kaste-
dilmektedir. ·Iki s¬f¬r matrisi farkl¬boyutlarda al¬nm¬̧s olabilir.)

Örnek 2 Bir ikili [3; 2; 2]�do¼grusal kodu olan C1 = f000; 110; 101; 011g ile ikili [4; 1; 4]�
do¼grusal kodu olan C2 = f0000; 1111g kodu al¬n¬rsa

C1 � C2 = f0000000; 1100000; 1010000; 0110000; 0001111; 1101111; 1011111; 0111111g

kodu bir ikili [7; 3; 2]�do¼grusal kodu olur.

Teorem 4 i = 1; 2 için Ci; Fq üzerinde bir [n; ki; di]�do¼grusal kodu olsun. Buna göre

C = f(u;u+ v) : u 2 C1; v 2 C2g

Fq üzerinde bir [2n; k1 + k2;minf2d1; d2g]�do¼grusal kodudur.

54



Not. i = 1; 2 için Gi; Ci do¼grusal kodunun bir üreteç matrisi ise, kolayca görülebilir
ki, �

G1 G1
0 G2

�
matrisi de yukar¬daki teoremdeki gibi (u;u + v)�inşas¬ile elde edilen C kodunun bir
üreteç matrisidir.

Örnek 3 C1 = f000; 110; 101; 011g bir ikili [3; 2; 2]�do¼grusal kodu ve C2 = f000; 111g
bir ikili [3; 1; 3]�do¼grusal kodu olsun. Buna göre

C = f000000; 110110; 101101; 011011; 000111; 110001; 101010; 011100g

bir ikili [6; 3; 3]�do¼grusal kodudur.

Tüm giri̧sleri 1 olan vektörü 1 = (1; : : : ; 1) ve tüm giri̧sleri 0 olan vektörü ise 0
= (0; : : : ; 0) şeklinde gösterece¼giz.,

Sonuç 5 A bir ikili [n; k; d]�do¼grusal kodu olsun. Buna göre

C = f(c; c) : c 2 Ag [ f(c; 1+ c) : c 2 Ag

bir ikili [2n; k + 1;minfn; 2dg]�do¼gusal kodudur.

Örnek 4 A = f00; 01; 10; 11g bir ikili [2; 2; 1]�do¼grusal kodudur.

C = f(c; c) : c 2 Ag [ f(c; 1+ c) : c 2 Ag
= f0000; 0101; 1010; 1111; 0011; 0110; 1001; 1100g

olur ve C bir ikili [4; 3; 2]�do¼grusal kodudur.

5.1 Reed�Muller Kodlar¬

Tan¬m Her m � 1 tamsay¬s¬için aşa¼g¬daki gibi özyineli (recursive) olarak tan¬mlanan
ve R(1;m) ,le gösterilen kodlara (birinci derece) Reed�Muller kodlar¬denir:

(i) R(1; 1) = F22;
(ii) m � 1 için

R(1;m+ 1) = f(u;u) : u 2 R(1;m)g [ f(u;u+ 1) : u 2 R(1;m)g:

Örnek 5 R(1; 2) = f0000; 0101; 1010; 1111; 0011; 0110; 1001; 1100g:

Önerme 6 m � 1 için R(1;m) Reed�Muller kodu bir ikili [2m;m + 1; 2m�1]�do¼grusal
kodudur öyle ki 0 ve 1 haricindeki tüm kod sözcüklerinin a¼g¬rl¬klar¬2m�1�dir.
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Önerme 7 (i) R(1; 1) kodunun bir üreteç matrisi�
1 1
0 1

�
olarak al¬nabilir.

(ii) Gm; R(1;m) kodunun bir üreteç matirisi ise R(1;m + 1) kodunun bir üreteç
matrisi

Gm+1 =

�
Gm Gm
0 � � � 0 1 � � � 1

�
olarak al¬nabilir.

Örnek 6

G2 =

0@ 1 1 1 1
0 1 0 1
0 0 1 1

1A
üreteç matrisini kullanarak

G3 =

0BB@
1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1

1CCA
elde ederiz.

Önerme 8 R(1;m)? dual kodu Ham(m; 2) genişletilmiş ikili Hamming koduna denk-
tir.

Tan¬m (i) 2m uzunluklu f0; 1g koduna bir s¬f¬r¬nc¬mertebeden Reed�Muller kodu denir
ve R(0;m) ile gösterilir.

(ii) Birinci mertebeden Reed�Muller kodlar¬yukar¬da verildi¼gi gibidir.
(iii) r � 2 olmak üzere her m � r � 1 için

R(r;m+ 1) =
�
F 2

r

2 ; m = r � 1
f(u;u+ v) : u 2 R(r;m); v 2 R(r � 1;m)g; m > r � 1

kural¬yla özyineli olarak tan¬mlanan koda r�yinci mertebeden bir Reed�Muller kodu
denir ve R(r;m) ile gösterilir.
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6 Devirli Kodlar
6.1 Temel Tan¬mlar

Tan¬m S � Fnq için e¼ger (a0; a1; : : : ; an�1) 2 S iken (an�1; a1; : : : ; an�2) 2 S oluyorsa
S kümesine devirli denir. E¼ger bir C do¼grusal kodu devirli ise bu koda bir devirli kod
ad¬verilir.

Soru. C bir devirli kod ise C? dual kodunun da devirli olaca¼g¬n¬gösteriniz.

Örnek 1 f(0; 1; 1; 2); (2; 0; 1; 1); (1; 2; 0; 1); (1; 1; 2; 0)g � F43 ve f11111g � F52 kümeleri
birer devirli kümelerdir. Fakat bu kümeler vektör uzay¬ olmad¬klar¬ için birer devirli
kod de¼gildir.

Örnek 2 Aşa¼g¬daki kodlar birer devirli koddur:
(i) f0g; f� � 1 : � 2 Fqg ve Fnq ;
(ii) f000; 110; 101; 011g ikili [3; 2; 2]�do¼grusal kodu,
(iii) S(3; 2) = f0000000; 1011100; 0101110; 0010111; 1110010; 0111001; 1001011;
1100101g ikili simpleks kodu.

� : Fnq ! Fq[x]=(xn � 1); (a0; a1; : : : ; an�1) 7! a0 + a1x+ � � �+ an�1xn�1 (�)

ile tan¬ml¬dönüşüm Fq üzerindeki vektör uzaylar¬n¬n bir izomor�zmas¬d¬r. Buna göre
gerekti¼ginde Fnq uzay¬n¬Fq[x]=(xn � 1) ile, (a0; a1; : : : ; an�1) eleman¬n¬ise a0 + a1x +
� � � + an�1xn�1 ile tan¬mlayabiliriz. Fq[x]=(xn � 1)�in bir halka olaca¼g¬n¬ daha önce
söylemi̧stik. Dikkat edilirse n 6= 1 ise bu halka bir cisim olamaz.

Örnek 3 C = f000; 110; 101; 011g devirli kodunu ele alal¬m. Buna göre �(C) = f0;
1 + x; 1 + x2; x+ x2g � F2[x]=(x3 � 1) olur.

Tan¬m R bir halka ve I; R�nin boştan farkl¬bir alt kümesi olsun. E¼ger her a; b 2 I ve
r 2 R için
(i) a� b 2 I ve
(ii) ra 2 I

ise I kümesine R�nin bir ideali denir.

Örnek 4 I := �(C) = f0; 1 + x; 1 + x2; x + x2g kümesi F2[x]=(x3 � 1) halkas¬n¬n bir
idealidir.

Örnek 5 (i) Tüm çift tamsay¬lar¬n kümesi Z tamsay¬lar halkas¬n¬n bir idealidir.
(ii) Daha genel olarak, bir m tamsay¬s¬ için, m taraf¬ndan bölünebilen tüm tam-
say¬lar¬n kümesi Z halkas¬n¬n bir idealidir.
(iii) Bir f(x) 2 Fq[x] için Fq[x] polinom halkas¬n¬n f(x) taraf¬ndan bölünebilen tüm
elemanlar¬n¬n kümesi Fq[x] halkas¬n¬n bir ideali olur.
(iv) g(x); xn�1 polinomunun bir böleni olmak üzere, Fq[x]=(xn�1)in g(x) taraf¬ndan
bölünebilen tüm polinomlar¬n¬n kümesi Fq[x]=(xn � 1) halkas¬n¬n bir idealidir.
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Tan¬m R bir halka ve I; R�nin bir ideali olmak üzere, e¼ger

I =< g >= fgr : r 2 Rg

olacak şekilde bir g 2 I varsa I idealine bir temel ideal denir. Buradaki g eleman¬na
I idealinin bir üreteci denir. (Bu durumda �I ideali g eleman¬ taraf¬ndan üretilir�
diyece¼giz.)
R halkas¬n¬n tüm idealleri temel ideal ise R�ye bir temel ideal halkas¬ad¬verilir.

Örnek 6 Örnek 4�deki I ideali bir temel idealdir. Çünkü I =< 1 + x > yaz¬labilir.

0 � (1 + x) = 0 = (1 + x+ x2)(1 + x);

1 � (1 + x) = 1 + x = (x+ x2)(1 + x);

x � (1 + x) = x+ x2 = (1 + x2)(1 + x);

x2 � (1 + x) = 1 + x2 = (1 + x)(1 + x):

Teorem 1 Z; Fq[x] ve Fq[x]=(xn � 1) halkalar¬birer temel ideal bölgeleridir.

6.2 Üreteç Polinomlar¬

Teorem 2 �; (�) olarak tan¬mlanan dönüşüm ve C; Fnq�nin bir alt kümesi olsun. Buna
göre C bir devirli koddur ancak ve ancak �(C); Fq[x]=(xn � 1) halkas¬n¬n bir idealidir.

Örnek 7 (i) C = f000; 111; 222g bir üçlü devirli koddur. Buna karş¬l¬k gelen ideal
ise �(C) = f0; 1 + x+ x2; 2 + 2x+ 2x2g olur.
(ii) I = f0; 1 + x2; x + x3; 1 + x + x2 + x3g; F2[x]=(x4 � 1) halkas¬n¬n bir idealidir.
Buna karş¬l¬k gelen devirli kod ise ��1(I) = f0000; 1010; 0101; 1111g olur.
(iii) f0g ve Fnq aşikar kodlar¬na karş¬l¬k gelen idealler f0g ve Fq[x]=(xn � 1) aşikar
idealleridir.

Teorem 3 I; Fq[x]=(xn�1)�in bir ideali ve g(x), I�n¬n s¬f¬rdan farkl¬monik elemanlar¬
aras¬nda derecesi en küçük olanlardan biri olsun. (Daha sonra görece¼giz ki bu eleman
asl¬nda tektir). Buna göre g(x); I idealinin bir üretecidir ve xn � 1 polinomunu böler.

Örnek 8 Bir önceki örne¼gin (i) k¬sm¬nda 1+x+x2 polinomu en küçük dereceye sahiptir
ve x3�1 polinomunu böler. Ayn¬örne¼gin (ii) k¬sm¬nda 1+x2 polinomu en küçük dereceli
olan polinomdur ve bu polinom da x4 � 1 polinomunu böler.
Fnq kodu için en küçük dereceli monik polinom 1 dir.

Fq[x]=(xn � 1) halkas¬n¬n her idealinin bir temel ideal oldu¼gunu biliyoruz. Buna
göre bir C devirli kodu �(C) idealinin herhangi bir üreteci ile belirlenebilir. Genellikle
Fq[x]=(xn � 1)�in bir ideali için birden çok üreteç bulunabilir. Aşa¼g¬daki teoreme göre
baz¬ek özelliklerle tek türlü üreteç bulmak mümkündür.

Teorem 4 I; Fq[x]=(xn� 1)�in bir ideali olsun. I�n¬n s¬f¬rdan farkl¬monik elemanlar¬
aras¬nda derecesi en küçük olan yaln¬z bir tek polinom vard¬r. Teorem 3�e göre bu
eleman I�n¬n bir üretecidir.
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Tan¬m 5 I; Fq[x]=(xn � 1)�in bir ideali olsun. I�n¬n s¬f¬rdan farkl¬monik elemanlar¬
aras¬nda derecesi en küçük olan polinoma I�n¬n üreteç polinomu ad¬verilir. Bir C
devirli kodu için �(C) idealinin üreteç polinomuna C kodunun üreteç polinomu denir.

Örnek 9 (i) f000; 110; 011; 101g devirli kodunun üreteç polinomu 1 + x olur.
(ii) Örnek 2 (iii)�de verilen S(3; 2) simpleks kodunun üreteç polinomu 1+x2+x3+x4

olur.

Teorem 6 xn� 1 polinomunun her monik böleni F nq �deki bir devirli kodun üreteç poli-
nomudur.

Sonuç 7 Fnq içindeki devirli kodlar ile xn � 1 2 Fq[x] polinomunun monik bölenleri
aras¬nda bir birebir eşleme vard¬r.

Örnek 10 6�uzunluklu bütün ikili devirli kodlar¬bulmak için x6�1 2 F2[x] polinomunu
çarpanlar¬na ay¬r¬r¬z:

x6 � 1 = (1 + x)2(1 + x+ x2)2:
x6 � 1 polinomunun bütün monik bölenleri

1; 1 + x; 1 + x+ x2;
(1 + x)2; (1 + x)(1 + x+ x2); (1 + x)2(1 + x+ x2);

(1 + x+ x2)2; (1 + x)(1 + x+ x2)2 1 + x6

şeklinde listelenebilir. Buna göre 6�uzunluklu dokuz adet ikili devirli kod bulunmaktad¬r.
� dönüşümünü baz alarak bu dokuz kodu da yazabiliriz. Örne¼gin (1+x+x2)2 polinomuna
karş¬l¬k gelen devirli kod

f000000; 101010; 010101; 111111g
olur.

Yukar¬daki örnekte de görüldü¼gü gibi xn�1 polinomununmonik bölenlerinin say¬s¬n¬
biliyorsak n�uzunluklu devirli kodlar¬n say¬s¬n¬bulabiliriz. Buna göre aşa¼g¬daki sonucu
verebiliriz.

Teorem 8 p1(x); : : : ; pr(x) 2 Fq[x] birbirinden farkl¬ indirgenemez polinomlar ve her
i = 1; : : : ; r için ei � 1 olmak üzere

xn � 1 =
rQ
i=1

peii (x)

olsun. Buna göre Fq üzerinde n�uzunluklu
Qr
i=1(ei + 1) adet devirli kod vard¬r.

Örnek 11 Aşa¼g¬daki tablolar q = 2; 3 ve 1 � n � 10 için xn� 1 polinomunun çarpan-
lar¬na nas¬l ayr¬ld¬¼g¬n¬ve q�lu n�uzunluklu devirli kodlar¬n say¬s¬göstermektedir:

n xn � 1 2 F2[x] #ikili devirli kodlar
1 1 + x 2
2 (1 + x)2 3
3 (1 + x)(1 + x+ x2) 4
4 (1 + x)4 5
5 (1 + x)(1 + x+ x2 + x3 + x4) 4
6 (1 + x)2(1 + x+ x2)2 9
7 (1 + x)(1 + x2 + x3)(1 + x+ x3) 8
8 (1 + x)8 9
9 (1 + x)(1 + x+ x2)(1 + x3 + x6) 8
10 (1 + x)2(1 + x+ x2 + x3 + x4)2 9
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n xn � 1 2 F3[x] #üçlü devirli kodlar
1 2 + x 2
2 (2 + x)(1 + x) 4
3 (2 + x)3 4
4 (2 + x)(1 + x)(1 + x2) 8
5 (2 + x)(1 + x+ x2 + x3 + x4) 4
6 (2 + x)3(1 + x)3 16
7 (2 + x)(1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6) 4
8 (2 + x)(1 + x)(1 + x2)(2 + x+ x2) 32

(2 + 2x+ x2)
9 (2 + x)9 10
10 (2 + x)(1 + x)(1 + x+ x2 + x3 + x4) 16

(1 + 2x+ x2 + 2x3 + x4)

Devirli kodlar üreteç polinomlar¬ile tam olarak belirli olduklar¬na göre parametleri
de üreteç polinomlar¬ile elde edilebilir. Aşa¼g¬daki teorem bir devirli kodun boyutunu
üreteç polinomundan nas¬l bulabilece¼gimizi söylemektedir.

Teorem 9 g(x); Fq[x]=(xn � 1)�in bir idealinin üreteç polinomu olsun. E¼ger g(x)�in
derecesi n� k ise bu ideale karş¬l¬k gelen devirli kodun boyutu k olur.

Örnek 12 (i) x7 � 1 = (1 + x)(1 + x2 + x3)(1 + x + x3) 2 F2[x] oldu¼gundan sadece
iki adet ikili [7; 3]�devirli kodu mevcuttur. Bunlar

< (1 + x)(1 + x2 + x3) >= f0000000; 1110100; 0111010; 0011101;
1001110; 0100111; 1010011; 1101001g

ve

< (1 + x)(1 + x+ x2) >= f0000000; 1011100; 0101110; 0010111;
1001011; 1100101; 1110010; 0111001g

şeklinde yaz¬l¬r.

(ii) x7�1 = (2+x)(1+x2+x3+x4+x5+x6) 2 F3[x] oldu¼gundan hiç üçlü [7; 2]�devirli
kodu olmad¬¼g¬n¬söyleyebiliriz.

6.3 Üreteç ve Eşlik�Denetim Matrisleri

Teorem 10 g(x) = g0 + g1x + � � � + gn�kxn�k (gn�k 6= 0); Fnq içindeki bir C devirli
kodunun üreteç polinomu olsun. Buna göre

G =

0BBBBBB@
g(x)
xg(x)
�
�
�

xk�1g(x)

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
g0 g1 � � � gn�k 0 0 0 � � 0
0 g0 g1 � � gn�k 0 0 � � 0
� �
� �
� �
0 0 � � � g0 g1 � � � � gn�k

1CCCCCCA
matrisi C�nin bir üreteç matrisidir. (Bir vektörü ayn¬zamanda polinom olarak ta ifade
etti¼gimize dikkat ediniz).
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Örnek 13 Üreteç polinomu g(x) = 1+x2+x3 olan ikili [7; 4]�devirli kodunu ele alal¬m.

G =

0BB@
g(x)
xg(x)
x2g(x)
x3g(x)

1CCA =

0BB@
1 0 1 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0 0
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 0 1 1

1CCA
matrisi bu kodun bir üreteç matrisidir. Bu matris standart yap¬da de¼gildir. Ancak G
matrisine uygun sat¬r işlemleri uygulayarak standart yap¬daki

G0 =

0BB@
1 0 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1 1
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 0 1 1

1CCA
matrisine ulaşabiliriz. Bundan sonra eşlik�denetim matrisini bulmak kolayd¬r.

Yukar¬daki örnekten de görüldü¼gü gibi bir devirli kodun bir üreteç matrisi bulun-
duktan sonra eşlik�denetim matrisi de elde edilebilir. Ancak bir devirli kodun dual
kodu da devirli oldu¼guna göre, dual kodun üreteç matirisi onun üreteç polinomundan
bulunabilir. Buna göre soru, bir devirli kodun dualinin üreteç polinomunun bulun-
mas¬d¬r.

Tan¬m h(x) =
Pk

i=0 aix
i, Fq üzerinde derecesi k olan bir polinom olsun. h(x) polino-

munun karş¬t¬ad¬verilen polinom

hK(x) = x
kh(1=x) =

kX
i=0

ak�ix
i

şeklinde tan¬mlan¬r.

Not. h(x) j xn � 1 ise hK(x) j xn � 1 olaca¼g¬na dikkat ediniz.

Örnek 14 (i) h(x) = 1 + 2x+ 3x5 + x7 2 F5[x] polinomu için h(x)�in karş¬t¬

hK(x) = x7h(1=x)

= x7(1 + 2(1=x) + 3(1=x)5 + (1=x)7)

= 1 + 3x2 + 2x6 + x7

polinomudur.

(ii) x7 � 1 polinomunun h(x) = 1 + x + x3 2 F2[x] bölenini ele alal¬m. Buna göre
hK(x) = 1 + x

2 + x3 polinomu da x7 � 1 polinomunun bir bölenidir.

Teorem 11 g(x); bir C q�lu [n; k]�devirli kodunun üreteç polinomu olsun. h(x) =
(xn � 1)=g(x) ve h0; h(x)�in sabit terimi ise h�10 hK(x) polinomu C? kodunun üreteç
polinomudur.

Tan¬m C bir n�uzunluklu bir q�lu devirli kod olsun. h(x) = (xn�1)=g(x) ve h0; h(x)�in
sabit terimi olmak üzere h�10 hK(x) polinomuna C kodunun eşlik�denetim polinomu
denir.
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Sonuç 12 C üreteç polinomu g(x) olan bir q�lu [n; k]�devirli kodu olsun. h(x) =
(xn � 1)=g(x) olsun. h(x) = h0 + h1x+ � � �+ hkxk ise

H =

0BBBBBB@
hK(x)
xhK(x)
�
�
�

xk�1hK(x)

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
hk hk�1 � � � h0 0 0 0 � � 0
0 hk hk�1 � � h0 0 0 � � 0
� �
� �
� �
0 0 � � � hk hk�1 � � � � h0

1CCCCCCA
matrisi C�nin bir eşlik�denetim matrisidir.

Örnek 15 Örnek 13�de ele ald¬¼g¬m¬z kodun bir eşlik�denetim matrisini bulal¬m:

Devirli Kodlar ile Kod Çözme
Devirli kodlar ile kod çözme tüm do¼grusal kodlarda oldu¼gu gibi üç ad¬mdan oluşur:

sendromun hesaplanmas¬, sendroma kaŗs¬l¬k gelen hata dizgesinin bulunmas¬ve hatan¬n
düzeltilmesi... Devirli kodlar¬n cebirsel ve geometrik özelliklerinden dolay¬bu ad¬mlar
genelde kolayd¬r. Görece¼giz ki bu özellikler düzgün bir şekilde kullan¬ld¬¼g¬taktirde bu
kolayl¬klardan faydalan¬labilir.
Sonuç 12�den kolayca görülebilir ki bir devirli kodun eşlik�denetim matrisi uygun

sat¬r i̧slemleri ile
H = (In�k j A)

şekline dönüştürülebilir. Dikkat edilirse bu yap¬daki bir eşlik�denetim matrisi tek türlü
belirlidir.

Teorem 13 C bir q�lu devirli kod ve H = (In�k j A); C�nin bir eşlik�denetim ma-
trisi olsun. Kabul edelim ki g(x), C�nin üreteç polinomu olsun. Buna göre bir w
2 Fnq sözcü¼günün (H�ye göre) sendromu (w(x) (mod g(x))) olur. (Burada w(x); w
sözcü¼güne � dönüşümü ile karş¬l¬k gelen polinomdur ve vektörler ayn¬zamanda polinom
karş¬l¬klar¬ile de ifade edilmektedir).

Örnek 16 Üreteç polinomu g(x) = 1+ x2+ x3 olan ikili [7; 4; 3]�Hamming kodunu ele
alal¬m (bkz. Örnek 15). Kabul edelim ki w = 0110110 al¬ns¬n.

Yukar¬daki teoreme göre al¬nan bir w(x) sözcü¼günün sendromu

s(x) = (w(x) (mod g(x)))

olarak bulundu¼gundan dolay¬w(x)� s(x) bir kod sözcü¼gü olur.

Sonuç 14 g(x) bir C devirli kodunun üreteç polinomu olsun. Al¬nan bir w(x) sözcü¼gü
için, w(x) polinomunun g(x) ile bölümünden kalan s(x) ve wt(s(x)) � b(d(C)� 1)=2c
ise bu durumda s(x); w(x) için hata dizgesidir, yani w(x); asgari uzakl¬k kod çözme
kural¬ile, w(x)� s(x) olarak çözülür.

Örnek 17 Bir önceki örnekte oldu¼gu gibi w(x) = x+x2+x4+x5 polinomunun g(x) =
1+x2+x3 ile bölümünden kalan x dir. Buna göre w(x) sözcü¼gü w(x)�x = x2+x4+x5 =
0010110 olarak çözülür. E¼ger w1(x) = 1 + x2 + x3 + x4 al¬n¬rsa (w1(x) (mod g(x))) =
1 + x + x2 olur. Bu durumda ise 111 sendromuna (bir önceki örnekteki (In�k j A)
yap¬s¬ndaki eşlik�denetim matrisine göre ) 0000100 koset öncüsü karş¬l¬k geldi¼gine göre
sendrom ile kod çözmeyi kullanarak w1(x) sözcü¼günü w1(x)�x4 = 1+x2+x3 = 1011000
olarak çözülür.
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Yukar¬daki örnekten de görülebilece¼gi gibi baz¬al¬nan sözcükler için "kalan"¬sözcük-
ten atarak hemen sözcü¼gü çözebiliriz. Ancak baz¬al¬nan sözcükler için sendrom ile kod
çözmeyi kullanmak zorunda kal¬yoruz. Devirli kodlar¬n özelliklerinden dolay¬sendrom
ile kod çözmeyi baz¬al¬nan sözcükler için kolaylaşt¬rmak mümkündür.

Lemma 15 C üreteç polinomu g(x) olan bir q�lu [n; k]�devirli kodu olsun. s(x) =Pn�k�1
i=0 six

i polinomu w(x)�in sendromu olsun. Buna göre w(x)�in xw(x) devirli kay-
d¬rmas¬n¬n sendromu xs(x)� sn�k�1g(x) olur.

Örnek 18 Örnek 16�de oldu¼gu gibi w(x) = x+x2+x4+x5 sözcü¼günün sendromu x�tir.
Böylece xw(x) ve x2w(x) sözcüklerinin sendromlar¬s¬ras¬yla x�x = x2 ve x�x2�g(x) =
1 + x2 olur.

Tan¬m n�uzunluklu bir vektörde s¬f¬r¬n l�uzunluklu bir devirli dizisi, l adet s¬f¬r¬n
dairesel olarak yanyana bir dizilimidir.

Örnek 19 e = (1; 3; 0; 0; 0; 0; 0; 1; 0) vektörü s¬f¬r¬n 5�uzunluklu bir devirli dizisini
içerir. Başka bir (0; 0; 1; 2; 0; 0; 0; 1; 0; 0) vektörü ise s¬f¬r¬n 4�uzunluklu bir devirli
dizisini içerir.

Devirli Kodlar için Kod Çözme Algoritmas¬

C üreteç polinomu g(x) olan bir q�lu [n; k; d]�devirli kodu olsun.Hata dizgesi e(x)
olan bir w(x) sözcü¼gü al¬nm¬̧s olsun. Kabul edelim ki wt(e(x)) � b(d � 1)=2c ve e(x)
s¬f¬r¬n en az k�uzunluklu bir devirli dizisini içersin. Aşa¼g¬daki algoritma e(x) hata
dizgesini bulmak içindir:
Ad¬m 1: Her i = 0; 1; : : : için xiw(x) sözcü¼günün sendromu hesaplan¬r. si(x) ile

(xiw(x) (mod g(x))) sendromunu gösterelim.
Ad¬m 2: wt(sm(x)) � b(d� 1)=2c olacak şekilde bir m say¬s¬bulunur.
Ad¬m 3: xn�msm(x)�in xn � 1 ile bölümünden kalan hesaplan¬r. Bu kalana e(x)

denirse w(x), w(x)� e(x) olarak çözülür.

Örnek 20 (i) Örnek 17�de oldu¼gu gibi w1(x) = 1011100 = 1 + x2 + x3 + x4 sözcü¼gü
al¬nm¬̧s olsun. xiw(x) sözcü¼günün sendromu si(x) olmak üzere wt(si(x)) � b(d�1)=2c
olana kadar sendromlar¬hesaplayal¬m:

i si(x)
0 1 + x+ x2

1 1 + x
2 x+ x2

3 1

Buna göre w1(x) sözcü¼günü w1(x) � x4s3(x) = w1(x) � x4 = 1 + x2 + x3 = 1011000
olarak çözeriz.

(ii) Üreteç polinomu g(x) = 1 + x4 + x6 + x7 + x8 olan [15; 7]�devirli kodunu
ele alal¬m. Bu kodun uzakl¬¼g¬n¬n 5 olaca¼g¬n¬eşlik�denetim matrisinden söyleyebiliriz.
A¼g¬rl¬¼g¬en fazla 2 olan bir hata dizgesinin s¬f¬r¬n en az 7�uzunluklu bir devirli dizisini
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içermesi gerekece¼gi aç¬kt¬r. Buna göre böyle bir hata dizgesini yukar¬daki algoritmay¬
kullanarak düzeltebiliriz.

w(x) = 110011101100010 = 1 + x+ x4 + x5 + x6 + x8 + x9 + x13

sözcü¼gü al¬nm¬̧s olsun. Aşa¼g¬daki tabloda xiw(x) dairesel kaymalar¬için si(x) sendrom-
lar¬n¬wt(si(x)) � 2 olana kadar hesaplad¬k:

i si(x)
0 1 + x2 + x5 + x7

1 1 + x+ x3 + x4 + x7

2 1 + x+ x2 + x5 + x6 + x7

3 1 + x+ x2 + x3 + x4

4 x+ x2 + x3 + x4 + x5

5 x2 + x3 + x4 + x5 + x6

6 x3 + x4 + x5 + x6 + x7

7 1 + x5

Buna göre w(x) sözcü¼gü w(x)�x8s7(x) = w(x)�x8�x13 = 1+x+x4+x5+x6+x9 =
110011100100000 olarak çözülür.
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