1 Giris

’96 y1li Aralik ayinda NASA’ nin Pathfinder adini verdigi ve Mars yiizeyini
aragtirmak {izere uzaya gonderdigi bir robotun diinyaya gectigi ¢ok sayida
fotograf ve bilimsel veri, tiim diinyay:1 biiyiik ¢lgiide heyecanlandirmisti.
Peki ancak log bir ampulii yakmaya yetecek bir giic ile calisan bir radyo
vericisine sahip bu araclardan, yiiz milyonlarca kilometre 6teden giivenilir
ve tamamen bozulmamig bilgiler alabilmek nasil miimkiin olmugtur? Ce-
vap : elektronik miihendisligi, bilgisayar bilimleri ve matematik gibi farkh
disiplinlerin bir araya gelmesi ile; kisacas1 Kodlama Kuramu ile...

Claude Shannon tarafindan yazilan ve 1948 yilinda yayimlanan “A mathemati-
cal theory of communication” adli ¢caligma, daha once bazi temel fikirleri anlagilmig
olan biligsim kuraminin saglam temeller iizerine kurulmasini ve popiiler hale gelmesini
saglamigtir. Bu calismada giirtiltiilii bir iletisim kanali i¢in kanal kapasitesi ad1 verilen
bir sayinin varligi ve eger uygun kodlama ve kod ¢ézme teknikleri kullanilirsa, kanal ka-
pasitesi altinda istenilen bir oranda giivenilir iletisim gerceklestirilebilecegi matematik-
sel olarak ifade edilmig ve kanitlanmigtir. Fakat Shannon’in kanit1 yapisal (constructive)
degildir. Yani kanit uygun kodlamanin varligin1 séylemekte ancak nasil yapilabilecegine
dair agik bir yontem vermemektedir. Bunun iizerine uygun kodlamanin nasil yapila-
bilecegine iligkin arastirmalarla birlikte kodlama kurami da ortaya ¢ikmaya baglamigtir.
Ik adim ise Richard W. Hamming, hata diizeltme kodlar1 (error—correcting codes)
iizerine yaptigi caligmanin detaylarini yayinlayarak atmistir. Bundan sonra kodlama
kurami, yarim yiizyili biraz agan bir siire i¢inde oldukc¢a hizli bir bi¢imde biiyiimiis ve
geniglemigtir. Problemleri genellikle miithendislik uygulamalarindan ortaya cikiyor olsa
bile matematigin kodlama kuram icin vazgecilmez bir rolii oldugunu soylemek yanlig
olmaz. Bu nedenle kodlama kurami yalnmzca elektronik miihendislerinin ve bilgisayar
bilimcilerin degil ayn1 zamanda matematikg¢ilerin de ilgisini ¢eken bir alandir.

Kodlama kurami, giiriltili bir kanal boyunca veri aktarilmasi ve bu sirada bozulan
iletilerin tamir edilmesi ile ilgilenmektedir. Bilginin daha kolay okunabilir hale gelme-
siyle ilgilenen bu alan, daha zor okunmasini saglamay1 amaglayan sifreleme (cryptog-
raphy) ile karigtirlmamahdir. Burada ileti ve kanal kelimeleri ile kapsayabilecekleri en
genis anlamlar kastedilmektedir. Iletiler konusma dili veya yazi olabilecegi gibi resim,
miizik vb. yapilar da olabilir. Verilerin aktarilmasi ile kastedilen "buradan bagka bir
yere iletilmesi" (yani haberlegsme) olabilecegi gibi "simdiden sonraya iletilmesi" de (yani
saklama da) olabilir. Buna gore s6z konusu kanal uzay, atmosfer, telefon teli vb. bir
ortam olabilecegi gibi veri saklamada zaman olgusu veya verilerin saklanmasinda kul-
lanilan ortamlar da (6rnegin kompakt disk yiizeyi) kanal olarak diigiiniilebilir. Dikkat
edilirse yukarida ornekleri sayilan kanallarin hicbiri veri aktarimi konusunda miikem-
mel degildir. Uzayda ve atmosferde olugabilecek manyetik alanlar radyo dalgalarini,
olumsuz hava kosullar1 telefon telleri tizerinden aktarilan sinyalleri, bir kompakt disk
tizerinde bulunan cizikler ve lekeler disk iizerindeki bilgileri bozabilmektedir. Ornek-
leri daha da gogaltilabilecek bunun gibi olumsuzluklara sahip kanallara giirtiltiilii kanal
denir. Giiriiltiilere ragmen verilerin iletiminde olusabilecek hatalarin sezilmesi ve hatta
diizeltilmesi, kodlama kuraminin temel problemlerini olusturmaktadir.

Kanal, ileti, veri aktarimi, iletisim, haberlesme ve veri saklama gibi havali kelimeler
geciyor olsa da bu kuramin kabul ettigi bir tek basit kavram vardir : simgeler. Simge
ile neyi kastettigimizi tam olarak tanimlayamayiz. Simgeler ile yazihi ve sozlii (hatta
mimik kullanarak) iletigim kurariz. Simge ile ne kastettigimizi anlatmak igin simgelere
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bagvuracagimiz acik olduguna gore, simgenin anlamini sezgisel bir seviyede tutmayi
tercih edecegiz. Kodlama kuraminin ana konusu kaynak alfabe simgelerini, simgelerin
bagka bir sistemi (genellikle simgeleri 0 ve 1 olan ikili sistem) ile temsil etmeye dayanur.
Bu temsile kodlama denir. Kodlamanin iki temel problemi asagidaki gibidir:

Kaynak kodlamasi1 Verimlilik esasina dayali olarak kaynak simgelerinin asgari
yapida nasil temsil edilecegi problemidir.

Kanal kodlamas1 Kaynak simgelerinin bir anlamda birbirlerinden uzak olacak
sekilde nasil temsil edilecegi problemidir. Sonugta ise meydana gelebilecek kiigiik
degisikliklere (giiriiltiiye) ragmen degigen simgelerin sezilmesi ve hatta diizeltilebilmesi
miimkiin olmaktadir.

Kaynak kodlamalarina 6rnek olarak yazi karakterlerini 8 bit’e (ya da 1 byte) doniis-
tiiren ASCII (American Standard Code for Information Interchange) kodu verilebilir
(bkz: bir sonraki sayfa). ASCII kod tablosunda karakterlerin ikili kargiliklar1 yerine
onaltili veya sekizli kargiliklar1 bulunduguna dikkat ediniz. Ancak bunlar1 da ikili olarak
kodlamak asagidaki gibi miimkiindiir:

2’li | 16’h
0000 | O
0001 | 1
0010 | 2
2’li | 8l 0011 | 3
000 | O 0100 | 4
001 | 1 0101 | 5
010 | 2 0110 | 6
011 | 3 0111 | 7
100 | 4 1000 | 8
101 | 5 1001 | 9
110 | 6 1010 | A
111 7 1011 | B
1100 | C
1101 | D
1110 | E
1111 | F

Ornegin ASCII tablosuna gore sekizli olarak "172" seklinde kodlanan "z" karakteri
bilgisayar icinde 1111010 ile temsil edilir.

Yukarida yapildigr gibi bastaki iki basamak atilirsa her karakter 7 bitlik bir dizge
ile temsil edilebilir. Ancak 1 byte 8 bit olduguna gére bu temsillere bir basamak daha
eklenir. Bu basamak ¢ogunlukla hata sezme amaciyla kullamlir. Ornegin bu basamaga,
tiim dizge i¢indeki 1’lerin toplam sayisi ¢ift olacak sekilde 1 veya O eklenebilir. Bu
isleme (cift) eslik denetimi (parity check) diyecegiz. Ornegin cift eslik denetim
bit’i eklendikten sonra yukaridaki 1111010 dizgesi 11111010 dizgesine doniistir.
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10’1u 16’1 8’li Krkt. 10’1u 16’1 8’li Krkt. 10’1u 16’1 8’li Krkt. 10’1u 16’1 8’li Krkt.

0 0 000 NUL 32 20 040 Space 64 40 100 @ 96 60 140

1 1 001 SOH 33 21 041 ! 65 41 101 A 97 61 141 a
2 2 002 STX 34 22 042 " 66 42 102 B 98 62 142 b
3 3 003 ETX 35 23 043 # 67 43 103 C 99 63 143 c
4 4 004 EOT 36 24 044 $ 68 44 104 D 100 64 144 d
5 5 005 ENQ 37 25 045 % 69 45 105 E 101 65 145 e
6 6 006 ACK 38 26 046 & 70 46 106 F 102 66 146 f
7 7 007 BEL 39 27 047 ’ 71 47 107 G 103 67 147 g
8 8 010 BS 40 28 050 ( 72 48 110 H 104 68 150 h
9 9 011 TAB 41 29 051 ) 73 49 111 I 105 69 151 i
10 A 012 LF 42 2A 052 * 74 4A 112 J 106 6A 152 j
11 B 013 vT 43 2B 053 + 75 4B 113 K 107 6B 153 k
12 C 014 FF 44 2C 054 s 76 4C 114 L 108 6C 154 1
13 D 015 CR 45 2D 055 - T 4D 115 M 109 6D 155 m
14 E 016 SO 46 2E 056 . 78 4E 116 N 110 6E 156 n
15 F 017 ST 47 2F 057 / 79 4F 117 (6] 111 6F 157 o
16 10 020 DLE 48 30 060 0 80 50 120 P 112 70 160 P
17 11 021 DC1 49 31 061 1 81 51 121 Q 113 71 161 q
18 12 022 DC2 50 32 062 2 82 52 122 R 114 72 162 r
19 13 023 DC3 51 33 063 3 83 53 123 S 115 73 163 B
20 14 024 DC4 52 34 064 4 84 54 124 T 116 74 164 t
21 15 025 NAK 53 35 065 5 85 55 125 U 117 75 165 u
22 16 026 SYN 54 36 066 6 86 56 126 v 118 76 166 v
23 17 027 ETB 55 37 067 7 87 57 127 W 119 T 167 w
24 18 030 CAN 56 38 070 8 88 58 130 X 120 78 170 X
25 19 031 EM 57 39 071 9 89 59 131 Y 121 79 171 y
26 1A 032 SUB 58 3A 072 : 90 5A 132 VA 122 TA 172 7
27 1B 033 ESC 59 3B 073 H 91 5B 133 [ 123 7B 173 {
28 1C 034 FS 60 3C 074 < 92 5C 134 \ 124 7C 174 |
29 1D 035 GS 61 3D 075 = 93 5D 135 ] 125 7D 175 }
30 1E 036 RS 62 3E 076 > 94 5E 136 - 126 7E 176 -
31 1F 037 Us 63 3F 077 ? 95 5F 137 _ 127 7F 177 DEL

ASCII tablosu

Benzer sekilde 1'lerin sayis1 tek olacak sekilde (tek eslik denetimi) veya rasgele bir
ekleme de yapilabilir.

z —> 172 —> 111111010

Kaynak kodlamasina ¢rnek olarak bir zamanlar ¢cok yaygin olarak kullanilan Mors
kodunu da verebiliriz. Mors kodu, simgeleri “”, “ ” ve bosluk olan bir ticlii koddur.
Her harf bu simgelerin bir dizilimi ile temsil edilir. Tek bir harf icindeki simgeler arasina
bir birim bosluk, harfler arasina ii¢ birim bosluk ve kelimeler arasina da alt1 birim

bosluk konulur. Yukarida verilen ASCII kodundan farkli olarak, Mors kodu degisken
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uzunluklu bir koddur. Harfler, dildeki kullanim sikliklarina gore degerlendirilip, en sik
kullanilanlar i¢in nispeten daha kisa ve kolay dizilimlerle temsil edilir.

Kodlama kuraminin, giiriiltiiliit bir kanal boyunca veri aktarilmasi sirasinda ileti
iizerinde olusmasi muhtemel hatalarin sezilmesi ve hatta onarilmas: ile ilgilendigini
daha once soylemistik. Giiriiltiilii bir kanali igeren basit bir iletisim modeli agsagidaki
gibi verilebilir:

ileti kaynagi @ alici

| i

kodlama p———> kanal > kod ¢cozme

Simdi basit iletisim modelimizi bir 6rnekle agiklamaya calisalim. Ahmet, Mehmet,
Ayse ve Fatma isimleri igin agagidaki gibi verilen kaynak kodlamasini diigiinelim:

Ahmet — 00, Mehmet — 01, Ayse — 10, Fatma — 11.

Diyelim ki giiriiltiilii bir kanal tizerinden 00 olarak kodlanan “Ahmet” génderilsin.
Gonderilen ileti tizerinde bozulma olabilir ve ileti 00 yerine 10 olarak alinabilir. Bu du-
rumda “Ahmet” olarak gonderilen ileti, alic1 tarafindan “Aysge” olarak anlagilacaktir.
Ancak, biiyiik olasilikla, alici, aktarim sirasinda bir hata olustugunu diisiinmeyecek-
tir. Buna gore iletigsim bagarisiz olmustur. Peki bu durumda ne yapilabilir? Cevap
olarak kabaca kanal kodlamasini verebiliriz. Dikkat edilirse yalniz kaynak kodlamasi
ile basarili bir iletisim kurmak, o¢zellikle karmagik sistemler gerektiren durumlarda,
oldukca zordur. Yukaridaki kaynak kodlamasina cift eslik denetimini uygulayarak bir
basamak daha ekleyelim:

Ahmet — 000, Mehmet — 011, Ayse — 101, Fatma — 110.

Daha 6nce oldugu gibi “Ahmet” kelimesi gonderilsin ve aktarim sirasinda bir adet
hata meydana gelmis olsun. Buna gore alinan ileti 100, 010 veya 001 olasiliklarin-
dan biridir. Bu olasiliklarin hicbiri kodlanan iletiler arasinda olmadigindan aktarimin
hatali oldugu anlagilacaktir. Ancak yukaridaki kodlamaya kiyasla iki yerine ii¢ bit
tagimak zorunda kalacagimiz icin, hata sezmek ugruna aktarim hizinin diismesini goze
aldigimiza dikkat ediniz. Buna ragmen sadece hatanin varligini anlayabilir, onu diizel-
temeyiz. Ciinkii 101 ve 110 iletilerinin de bir adet hata sonucu 100 olarak alinmasi
miimkiindiir. Dogrusu biraz daha ekleme yaparsak hata diizeltmek te miimkiin olur.
Ornegin asagidaki gibi bir kodlamay1 ele alalim:

Ahmet — 0000, Mehmet — 01111, Ayse — 10110, Fatma — 11001.



Yine “Ahmet” kelimesi génderilsin ve bir adet hata meydana gelsin. Ornegin 10000
iletisi alinmig olsun. Bu durumda 10000 iletisinin aslinda 00000 iletisinden bir adet hata
sonucu meydana geldigini anlayabiliriz. Ciinkii 10000 iletisi ile diger kodlanmuis iletiler
(01111, 10110 ve 11001) arasinda en az iki hata vardir. Bu sekilde aktarim hizinin
biraz daha azaldigim1 goérebiliriz. Dolayisiyla hatalarin sezilmesi ve hatta diizeltilmesi
amaciyla yapilan bu tiir eklemelerin bir siir1 olmasi gerektigi sonucuna varabiliriz.

Hata diizeltme amaciyla yapilabilecek eklemelere basit ve genel bir ¢rnek vere-
lim. Kabul edelim ki kaynak kodlamasi yapilmig olsun ve iletiler k uzunlugundaki
bit dizgelerinden olugsun. Kodlamay: bit dizgelerini, » > 1 igin, 2r + 1 defa tekrar
ederek gerceklestirecegiz. Ornegin 01 dizgesi, 7 = 2 icin, 0101010101 dizgesi olarak
kodlanacaktir. Bu yonteme tekrarl kod denir.

Soru. Bir tekrarli kod en fazla kag hatay: diizeltebilir?



2 Hata Tespiti, Hata Diizeltme ve Kod
Cozme

2.1 Iletisim Kanallar:

Tanim A = {ay,as,...,a,} kiimesini alalim. A kimesine "kod alfabesi” (code al-
phabet) ve kiimenin elemanlarina da "kod simgeleri” (code symbols) diyecegiz.

(i) wi,...,w, € A olmak tizere W = wyws ... w, seklindeki bir diziye n—uzunluklu
bir g—lu sozciik denir. W ayni zamanda (wy,ws, . .., w,) vektori ile esdeger sekilde
de diistintilebilir.

(11) Aym n uzunluguna sahip q—lu sozciklerin bog olmayan bir C' kiimesine q—lu
obek kodu (q—ary block code) veya kisaca q—lu kod denir. C kiimesinin her elemanina
1se kod—sozctigu ady verilir. C i¢indeki kod—sézciiklerinin sayisina C 'nin biiyikligi
denir ve |C| ile gosterilir.

(i) Uzunlugu n olan bir C' kodunun (bilgi) orana (log, |C|)/n sayisi ile tanimlan-
maktadair.

() Uzunlugu n olan M biyikliginde bir kod i¢in (n, M)—kodu ifadesini kul-
lanacagz.

UYGULAMADA VE DERSIMIZDE KOD ALFABESI OLARAK SIKLIKLA BIR
SONLU CISIM, GENELLIKLE DE MERTEBESI ¢ OLAN SONLU CISIM (F,),
KULLANILMAKTADIR.

Ornek 1 Fy, = {0,1} kod alfabesi iizerinde tansmlanan bir koda ikili kod adi verilir.
Buna gore bir ikili kod i¢in kod simgeleri 0 ve 1°dir. Asagida baz ikili kod drnekleri
yer almaktadar:

(1) C, ={00,01, 10,11} bir (2,4)-kodudur.

(11) Cy = {000,010, 110,111} bir (3,4)-kodudur.

(iii) C5 = {0101, 1100,0011,1010, 1001, 0110} bir (4, 6)~kodudur.

Benzer sekilde, iiglii ve dortlii kodlar, kod alfabeleri sirasiyla Fy3 = {0,1,2} ve
F, (4 elemanl sonlu cisim) olan kodlara denilmektedir. Ancak bazen kod alfabesi
Zy = {0,1,2,3} halkasi olan kodlara da dortlii kod denilebilmektedir. Buradan, kod
alfabelerinin cebirsel yapilarinin kodlar tizerinde etkili oldugu bir kurami tanitacagimizi
anlamak miimkiindiir.

Tanim Bir iletisim kanaly sonlu bir A = {ay,...,a,} kanal alfabesi ile (ileri
yonlii) kanal olasiliklarinin bir {P(ajla;) : 1 < i,j < q} kimesinden olusur. Bu-
rada P(ajla;); ayme zamanda P(a; alimwr | a; gonderilir) bigiminde de gdsterilebilen,
a; gonderilmesi halinde a; almmasy (kogullu) olasiligina temsil etmektedir. Ileri yonlii
kanal olasiliklar, her 1 < i < q i¢in

q
Z P(ajla;) =
7j=1
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esitligini saglamalidir. Bunun anlama ise; her i icin, a; gonderildiginde A’nin bir ele-
mamnan mutlaka alinacaginin giivence altinda oldugudur.

aie e aq

az e e a
© Plajlai) -

(l,- ) — 0 (lj

aq @ @) aq

Tanim Bir iletisim kanalinda gerceklesen bir iletimin sonucu, daha once gerceklesen
iletimlerin sonucundan bagimsiz ise bu kanala belleksiz kanal denir. Yani, bir bellek-
siz kanalda, n vzunluklu ¢ =cy...c, ve x = x1...x, gibi tki sézciik i¢in

n

P(x|c)=[]Pile)

i=1

olur.

Tanim FEger q biiyiikligiinde alfabeye sahip bir belleksiz kanalda
(i) aktarilan her bir simgenin hatal aktarimas olmasy olasihgr ayni ve 1/2 “den az,
(ii) bir simge hata ile alindiginda q — 1 adet muhtemel hatanin her biri esdeger
oranda muhtemel
1se bu kanala bir g—lu stmetrik kanal denir.

Ozel olarak, ikili simetrik kanal (ISK), alfabesi {0, 1} kiimesi ve kanal olasiliklar:
P(1|10) =P(0]1) =p < 1/2
P(00) =P(1]1) =1—p

biciminde olan bir belleksiz kanaldir. Buna gére bir ISK’da bir bit hata olasiligi p’dir.
Bu olasiliga ISK'1in ¢apraz olasilig: denir.

Oe L=p e(
p

p

le ol
l-p

Ikili simetrik kanal
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Ornek 2 {000,111} kodunun kod sézciikleri ¢apraz olasihgr p = 0.05 olan bir ISK
tizerinden gonderiliyor olsun. Kabul edelim ki bir dizi iletim sonunda 110 sézciigiind
alworuz. Ileri yonlii kanal olasibiklarina inceleyerek, gonderilmis olmasi daha muhtemel
s0zcligl bulmaya ¢alisabiliriz:

P(110/000) = P(1]0)% x P(0]0)
= (0.05)% x (0.95) = 0.002375

P(110[111) = P(1]1)? x P(0[1)
— (0.95)2 x (0.05) = 0.045125

Ikinci olasihgin birinciden daha biiyiik olmas: nedeniyle gonderilmis olmast daha muhtemel
olan sézciigin 111 oldugu sonucuna varabiliriz.

2.2 Kod Coézme

Kodlamali bir iletisim kanalinda, yalmzca kod sozciikleri iletilir. Eger
bir iletimde gecerli bir kod s6zciigii alinirsa bu durumda iletimde bir hata
olmadigimi diisiinmek olasidir. Ancak, tersi bir durumda, iletimde hata-
lar meydana geldigini biliriz. Boyle bir durumda, gonderilmis olmasi en
muhtemel kod sozciigiinii belirlemek {izere bir kurala ihtiyacimiz olur. Boyle
bir kurala kod ¢6zme kurali adi verilir. Bu boliimde simdilik iki genel
kurali tanmitmakla yetinecegiz:

1. Azami Olasilik (Kod—C6zme) Kurali

Kabul edelim ki bir C' kodunun kod sozciikleri bir iletisim kanali iizerinden génde-
riliyor olsun Bir x sozciigii alinirsa, her ¢ € C i¢in

P(x|¢c)

kanal olasiliklarini hesaplayabiliriz. Azami olasilik kod—¢ozme kuralina gore, eger ¢
sozcligii i¢in bu kanal olasiliklar1 azami deger aliyor ise, yani

P(x|cx):rpa€kg73(x|c)

ise o zaman c , gonderilmis olmasi en muhtemel kod sozciigiidiir. Azami olasilik kurali
tam ve tam olmayan seklinde ikiye ayrilir. Tam azami olasilik kuralinda kanal olasilik-
larinin azami oldugu birden fazla kod sozciigii olmasi halinde bu sozciikler arasinda
rastgele bir se¢im yapilir. Tam olmayan azami olasilik kuralinda ise boyle bir durumda
sozciigiin yeniden gonderilmesi istenir.

2. Asgari Uzaklk (Kod—C6zme) Kural

Kabul edelim ki bir C' kodunun kod sozciikleri, ¢apraz olasiligi p (< 1/2) olan bir
ISK iizerinden gonderiliyor olsun. Eger bir n—uzunluklu bir x sézciigii alnir ise bu
durumda herhangi bir (n—uzunluklu) ¢ € C igin ileri yonlii kanal olasilig

P(x|c)=p(1-p"
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seklindedir. Burada e, x ile ¢ sozciiklerinin birbirlerinden farkli olduklar: (veya ayrildik-
lar1) basamaklarin sayisini temsil etmektedir. p < 1/2 oldugundan 1 — p > p olur.
Boylece bu olasiligin degeri n — e degeri biiyiidiikge, bagka bir deyisle de e degeri
kiigiildiikge, artar. Buna gore, bu olasilik, e’'nin miimkiin oldugunca kiiciik tutulabildigi
bir ¢ sozciigii icin azami degere sahiptir. Burada sozii edilen e sayisi, bizi, asagidaki
tanimda oldugu gibi verilen bir uzaklik kavramini ortaya atmaya itmektedir:

Tamim Bir A alfabesi tizerinde n—uzunluklu x ve y g¢ibi ki sézcik alalim. x ve y
arasindaki uzaklik (ya da Hamming uzakligs), x ve y ’nin birbirinden ayrildig
basamaklarin sayisy olarak tanwymlamir ve d(x)y) seklinde gdsterilir. Buna gore x =
Tl Ty, Y = Y1...Yn ve x; tle y; stmgelering 1-uzunluklu sozciikler olarak diiginmek

suretiyle
_J L T # Yi
d(l‘z:yi) - { 0’ T = Vs
dersek,
d(X, Y) = d('rla yl) + o+ d(l‘n, yn)

olarak yazilabilir.

Ornek 3 A = {0,1,2} olmak tizere x = 201102, y = 101212, ve z = 200020 denirse
bu durumda

d(xa Y) = 3
d(x,z) = 4
d(y,z) = 5

elde edilir.

Onerme 1 x, y ve z, A iizerinde n—uzunluklu sézciikler olsun.Buna gére
(1) 0 < d(x, ) < n.
(ii) d(xy) = =  x=y.
(iid) d(xy) = d(y x)

(

iv) [Ucgen esitsizligi] d(x,z) < d(x,y) + d(y,z).

Kanit. (i), (ii) ve (ii7) kisumlar tanimdan agikca goriilebilir. (iv) igin x = 27 ... 2y,
Y =UY1...Yp Ve Z = 21...2, olsun. Bir 1 < ¢ < n igin, z; = z; ise d(x;,2) = 0
olacagindan d(z;, z;) < d(x;, ;) + d(y;, ;) olur. Ote yandan z; # z; oldugunda x; # y;
veya y; # z; olacagmdan d(z;,z;) = 1 < d(x;,y;) + d(yi, z;) elde edilir. d(x,z) =
d(x1,21) + -+ - + d(zp, 2,) yazilabildiginden kanit tamamlanmig olur. =

Kabul edelim ki bir C' kodunun kod sozciikleri bir iletisim kanali iizerinden gonde-
riliyor olsun. Asgari uzaklik kod ¢ozme kuralina gore, eger ¢  , sozciigii i¢in

d( x| c), ceC
uzakliklar: asgari deger aliyor ise, yani

dix|cy)= melncd(x|c)

ise 0 zaman x sozciigii ¢ x olarak ¢oziiliir. Azami olasilik kuralinda oldugu gibi asgari
uzaklik kurali da tam ve tam olamayan olmak {iizere iki gesittir.

9



Teorem 2 Bir ISK icin azami olasilik kural ile asgari uzaklik kurale denktir.

Kanit. Simetrik kanalin gapraz olasiigi p < 1/2 olsun. Kullanilan kodu C' ile, ak-
tarimda alinan n—uzunluklu bir sozciigii de x ile gosterelim. n—uzunluklu herhangi bir
¢ kod sozciigii icin

d(x|c)=i <= P(x]|c)=p(1—-p""
olur. p < 1/2 oldugundan
PPL—p)">pl—p ' >pL—p" 2> >p(1—p)°

yazabiliriz. Tamma gore azami olasilik kural, x sozciigiinii P( x | ¢ ) degerini en
biiyiik, yani d( x | ¢ ) degerini en kiigiik yapan bir ¢ kod sozciigii olarak ¢ozer (ya
da, tam olmayan kural uygulaniyorsa, ¢ tek olmadiginda yeniden génderim ister) ve
dolayisiyla da asgari uzakhik kurali ile ayni isi yapmig olur. m

Ornek 4 C = {0000, 0011, 1000, 1100, 0001, 1001} kodunun sézciikleri bir ISK tizerinden
gonderiliyor olsun. x = 0111 sozcligii alinmas ise asgarit uzakhk kod ¢ézme kuralina
gore x, 0011 kod sozciigii olarak ¢oziiliir.

Ornek 5 C' = {000,011} ikili kodu i¢in bir tam olmayan asgari uzaklk kod ¢ézme
tablosu yapalim:

alinan x d( x| 000) d(x|011) c¢oziilen

000 0 2 000
100 1 3 000
010 1 1 -
001 1 1 -
110 2 2 -
101 2 2 -
011 2 0 011
111 3 1 011

2.3 Bir Kodun Uzakligi

Uzunluk ve biiytikliik gibi iki 6zellikten sonra bir kod icin énemli bagka bir 6zellik te o
kodun uzakligidir.

Tanim En az iki sozciik iceren bir C' kodu i¢in, C'nin (asgari) uzaklige
d(C) = min{d(x,y) : x,y € C, x #y}

olarak tanimlanar.
Uzunlugu n, biyikligi M ve uzakhge d olan bir kod i¢in (n, M, d)—kodu ifadesi
kullanilir. n, M ve d saylarina kodun parametreleri denir.
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Ornek 6 C = {0000,0101, 1111} 4kili kodu i¢in d(C) = 2 olarak hesaplanar.

d(0000,0101) = 2,
d(0000,1111) = 4,
d(0101,1111) = 2.

Buna gére C bir (5,3, 2)=ikili kodudur.
Ornek 7 C = {10201, 21012, 12021, 20102, 02120} kodu i¢in d(C') = 3 olur. Buna gére
C' bir (5,5, 3)—t¢li kodudur.

Tanim u bir pozitif tamsayr ve C bir kod olsun. Eger C’nin her bir kod sozciigi
tizerinde u ya da daha az sayida hata meydana geldiginde, ortaya ¢ikan, bir kod sézciigii
degilse C' koduna bir u—hata sezict kod adv verilir. Eger bir kod u—hata sezici oldugu
halde (u + 1)-hata sezici kod degilse o zaman bu kod i¢in tam—u—hata sezici kod
denir.

Ornek 8 C' = {00000,11000,11111} seklinde tansmilanan bir C' ikili kodu, 1-hata
sezici koddur.

00000 ———————— 11000
00000 ———— 11111

11000 ——— 11111

Ashnda C' bir tam—1-hata sezici koddur. Ciinki 00000 sézcigiinin ilk iki hanesini
degistirerek gegerli bir kod sézciigii olan 11000 elde ediliyor. C' = {000000, 111000, 111222}
ticlii kodu ise bir tam—2—hata sezici koddur.

000000 —3-Pata 119600

000000 —0-hata 111999

111000 —3lata 11999

Teorem 3 Bir C kodu u—hata sezicidir ancak ve ancak d(C) > u+1. Baska bir deyisle
uzakhge d olan bir kod tam—(d — 1)-hata sezici koddur.

Kanit. Once d(C') > u + 1 olsun. Bir ¢ € C iizerinde en fazla u adet hata yapilirsa,
yani en fazla u adet basamak degistirilirse elde edilen x sozciigii i¢in

1 <d(c,x) <u<dC)

olur. Bu durumda, uzaklik tammmindan dolayi, x ¢ C' elde edilir. Yani C' u—hata
sezicidir.
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Tersine eger d(C) < u+ 1, yani d(C) < w almursa, 1 < d(cy,c0) = d(C) < u olacak
sekilde cy,co € C' sozciikleri vardir. Dolayisiyla ¢; kod sozciigii iizerinde en fazla u
adet hata meydana getirerek cy; kod sozciigiinii elde etmek miimkiindiir. Buna gore C'
kodu bir u-hata sezici kod olamaz. Boylece kanitin ilk kismi tamamlanmis olur. ikinci
kisim igin, uzaklig1 d olan bir C' kodu alalim. Birinci kisimdan dolay1 C' kodunun bir
(d — 1)-hata sezici kod olacag1 agiktir. Eger C, d-hata sezici olsaydi tekrar birinci
ksimdan dolay1 d(C') > d + 1 olmas:1 gerekirdi. Dolaysiyla C' bir tam—(d — 1)-hata
diizeltici koddur. m

Tanim v bir pozitif tamsayr ve C' bir kod olsun. Eger tam olmayan asgari uzaklk kod
cozme kuraly ile C 'nin kod sézciikleri iizerinde v veya daha az sayida hata diizeltilebiliyor
1se C' koduna v—hata diizeltict kod denir. Eger bir kod v—hata diizeltici oldugu halde
(v + 1)-hata diizeltici kod degilse o zaman bu kod i¢in tam—v—hata diizeltici kod
denir.

Ornek 9 C = {000,111} kodunu ele alalom. Asgari uzakhk kuralina gore

1. 000 gonderilir ve yalniz bir hata meydana gelirse, 100, 010 veya 001 olarak alinan
kod sézciigii, 000 olarak ¢oziiltir.

2. 111 génderilir ve yalmiz bir hata meydana gelirse, 011, 101 veya 110 olarak alinan
kod sézciigii, 111 olarak ¢oziiltir.

Dolayswyla, C' kodu bir 1-hata diizeltici koddur. Asgari uzaklbk kurali, C' kodunun
sozciikleri dizerinde meydana gelebilecek iki adet hata sonucu olusacak sozciikleri yanlis
¢ozeceginden (neden?) C kodu tam—1-hata diizeltici kod olur.

Teorem 4 Bir C' kodu v-hata dizelticidir ancak ve ancak d(C) > 2v + 1. Baska bir
deyisle uzakhge d olan bir kod tam—|(d — 1)/2]-hata dizeltici koddur. Burada |x|,
x ’den biiyiik olmayan en biyik tamsaydar.

Kamt. (<) d(C) > 2v + 1 olsun. ¢ gonderilen kod sozciigii ve x ise alinan sozciik
olsun. Aktarimda v ya da daha az sayida hata meydana gelmis ise d(x,c) < v olur. Bu
durumda herhangi bir ¢’ € C| ¢’ #c kod sézciigii igin

d(x, ') > d(c, c')—d(x, c)
> 2v+1—v=v+1>d(x, c

Boylece asgari uzaklik kurali uygulanirsa, x sozciigii ¢ olarak ¢oziiliir. Dolayisiyla C'
bir v-hata diizeltici koddur.

(=) C bir v-hata diizeltici kod olsun. d(C') < 2v + 1 ise d(c,c’) = d(C) < 2v
olacak sekilde birbirinden farkli ¢, ¢’ € C kod sozciikleri vardir. ¢ gonderildiginde ve
en fazla v adet hata meydana geldiginde, tam olmayan asgari uzaklik kuralinin alinan
sozciigii ¢ olarak cozebilecegini ya da cakisma bildirecegini gosterecegiz. Bu durum
C’nin v-hata diizeltici olmasi ile geligseceginden d(C') > 2v + 1 elde edilecektir.

Eger d(c,c’) < v+1 ise ¢ kod sozciigii en fazla v adet hata yapilarak ¢’ kod sozciigiine
doniistiiriilebilir ve dolayisiyla da hata sezilemeyecegi icin diizeltilemez. Bu durum
C’nin v—hata diizeltici olmasi ile geligseceginden d(c,c’) > v+1 olur. Genelligi bozmadan
c ve ¢’ kod sozciiklerinin ilk d = d(C') basamakta fark ettigini kabul edebiliriz. Burada
v+ 1<d< 20 dir. Eger

X = xl'--xvg:v—&-l---xd\md—&-l---x@
v vV vV
c ile cile ikisi ile de
cakigir  cakigir cakigir
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seklinde bir sozciik alinirsa, her y € C, y # ¢/, i¢in
dx,y) +d — v = d(x,y) + d(x,¢) > d(c/,y) > d

ve buradan da
d(x,y) > v

elde edilir. Ayrica

d(x,c) =d—v <wv=d(x,c)
olacagindan ya d(x,c’) < d(x,c) —ki bu durumda x sozciigii ¢’ olarak ¢vziiliir— ya da
d(x,c’) = d(x,c) olur ki bu durumda da ¢akigma bildirilir. m

RN
A\

_ A ~7 /-j%
x - mlooom,l}',.l:,nil‘---:B([\{B(t*looom,rl

13



3 Sonlu Cisimler

3.1 Cisim Kavrami

Tanim F' bog olmayan bir kiilme olsun. F’nin elemanlar: arasinda + ve - ile gostere-
cegimiz, siraswyla toplama ve ¢arpma adinda, ki tane ikili iglem tanimlanmas olsun.
(F,+,-) tclist asagidaki kosullar: saglhyorsa, bu tgliye bir cistm denir:

Her a,b,c € F igin;

(i) Kapalibk: a +b, a-b € F.

(ii) Degisme ozelligi: a +b=b+a vea-b="b-a.
(111) Birlesme ozelligi: (a+b)+c=a+ (b+¢) vea-(b-c)=(a-b)-c.
(iv) Dagilma 6zelligi: a- (b+c¢)=a-b+a-c.

(v) Birim eleman: F iginde toplamsal ve ¢arpimsal birim olarak anilan ve, siraswyla,
0 ve 1 olarak gosterilen asagudaki ozelliklere sahip birbirinden farkl iki eleman
vardur:

Her a € F igin,

(v-a) a+0=a;

(v-b)a-1=aq;

(v—c) a + (—a) = 0 olacak sekilde F'nin bir “—a” elemani vardar;

(v-d) a#0isea-a ' =1 olacak sekilde F 'nin bir a~' elemans vardar.

Yukaridaki tanimda yer alan a-b ifadesi yerine genellikle daha basit olan ab gosterim-

ini, F\{0} kiimesi yerine de F** gosterimini kullanacagiz. Tanimdan kolayca goriilebilir
ki F* kiimesi F’deki carpma islemine gore bir Abelyan gruptur. F' cisminin toplamsal
ve carpimsal birim elemanlarinin bagka gosterimlerle karismasi olasiligi bulundugunda
0 yerine O ve 1 yerine de 1p gosterimlerini tercih edecegiz. Ayrica a,b € F igin a+(—b)
ifadesi i¢in @ — b gosterimini kullanacagiz.

Ornek 1 (i) Iyi bilinen cisimler arasinda Q, rasyonel sayplar cismi, R, reel sayilar
cismi ve C, karmagik saylar cismi sayplabilir. Yukaridaki aksiyomlarin bu dg¢ kiime
i¢in de saglandige kolayca gdsterilebilir. Ancak, sonsuz eleman iceriyor olmalarindan
otiiri biz bu cisimlerin hi¢biri ile ilgilenmeyecegiz.

(i) Zy ile gosterdigimiz {0, 1} kiimesi, asagidaki gibi tansmlanan islemlerle birlikte
bir cisimdar.

Zo sahip olabilecegimiz en kiiciik cisimdir!

— o+

0 1
0 1
1 0

— O X
O OO
— Ol

Lemma 1 F bir cisim ve a,b € F' olsun. Buna gore
(i) a-0=0;
(ii) —(ab) = (—a)b = a(—b). Ozel olarak (—1)-a = —a;
(111) ab =0 ise a = 0 veya b = 0.
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Kamt. (i) Dagilma ozelligi kullanilarak a -0 = a-(0+0) = a -0+ a - 0 elde edilir.
Esitligin her iki tarafi a - 0 eleman ile toplanirsa, a - 0 = 0 bulunur.

(ii) 0 = 0-b = (a+(—a))-b = ab+(—a)b yazilabilir. Buna gore ab ile (—a)b elemanlar
birbirlerinin toplamsal tersleridir. Yani —(ab) = (—a)b. Benzer sekilde —(ab) = a(—b)
oldugu da gosterilebilir. Ozel olarak b = —1 almrsa ikinci kisim da elde edilir.

(iii) a #0ise 0 = a1 -0=a"*ab) = (a"*a)b =1-b = b bulunur. =

Cisimlere 6rnek verirken Z = {0,+1,42,...} tamsayilar kiimesini saymadigimiza
dikkat ediniz. Gergekten tamsayilar kiimesi cisim aksiyomlarindan (v-d) kogulunu
saglamamaktadir. Ancak yine de tamsayilar iizerinde bir cebirsel yap1 mevcuttur.
Bu yapilara halka diyecegiz: Cisim aksiyomlarmdan (v—d) digindaki tiim aksiyomlar:
saglayan bogtan farkl bir kiimeye (degismeli) halka denir. Buna gore Z bir halkadur.
Bu halkaya tamsayilar halkas: diyecegiz. Bir F' cismi iizerindeki biitiin polinomlarin
kiimesi,

Flz] = {ao+amx + -+ apa" 1 a; € F, n >0},

polinomlar arasindaki bilinen toplama ve ¢arpma iglemleri altinda bir halka olusturur.

Tamim a,b ve m (m > 1) birer tamsay olsun. Eger m sayisi a — b saysina boler ise
(simgesel olarak, m | a —b)

“a, b’'ye m modiiliine gore denktir”

denir ve
a="b (mod m)

seklinde gosterilir.

Ornek 2 25 =7 (mod 9)
r=0(mod m) <= m |z
=0 (mod 2) < =z ¢ift say
r=1 (mod 2) < =z tek say

a ve m tamsayilari i¢in, boliim algoritmasimi kullanarak, tek tiirlii belirli bir r
tamsayisi i¢cin a = mq 4+ r ve 0 < r < m olacak gekilde bir ¢ tamsayis1 bulunabilir.
Dolayisiyla a sayisi, m modiiliine gore 0,1, ..., m — 1 sayllarindan bir ve yalniz birine
denktir. Buradaki r sayisina a’nin m ile boliimiinden kalan denir. r kalani (a (mod m))
seklinde gosterilir.

a=0b (mod m) ve c=d (mod m) ise

atc = bEd (mod m)
ac = bd (mod m)

olur.
Bir m > 1 tamsayist i¢in m modiiliine gore tiim kalanlarin kiimesini, yani
{0,1,...,m — 1} kiimesini Z,, veya Z/(m) seklinde gosterecegiz. Z,, kiimesinin el-

emanlar arasinda @ ve ® ile gosterecegimiz iki tane iglem agagidaki gibi tanmimlansin:

a®b = (a+0b (mod m))
a®b = (ab (mod m))

Kolayca goriilebilir ki bu iglemlerle birlikte Z,, kiimesi bir halkadir. Bundan sonra Z,,
halkas1 tizerindeki & ve ® iglemlerini sirasiyla + ve . seklinde gosterecegiz.
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Ornek 3 Daha énce Zs ile gosterdigimiz ki elemanly cistm, tam olarak m = 2 igin
yukaridaki gibi tanymlanan halkadir. Ozel olarak sifirdan farkh her elemanin ¢arpma
1slemine gore tersi bulundugundan bu halka bir cisimdir.

Ornek 4 m = 4 alarak dért elemanl Z, halkasim tanwmlayabiliriz. Z4 halkasi i¢in
toplam ve ¢arpim tablolar: asagidaki gibi verilebilir:

+(0 1 2 3 -0 1 2 3
010 1 2 3 0/{0 0 0 O
1171 2 3 0 110 1 2 3
212 3 01 210 2 0 2
313 0 1 2 310 3 2 1

Dikkat edilirse Z4 halkasi cisim degildir. Ctinki ¢carpim tablosundan da gorilebile-
ceqi gibi 2 elemanimin carpimsal tersi yoktur.

Yukaridaki iki 6rnekten de goriilebilecegi gibi Z,,, baz1 m sayilar i¢in cisim, diger
baz1 m sayilar1 i¢in de yalnizca bir halkadir. Agagidaki teorem ile bu durumu agikhiga
kavusturacagiz.

Teorem 2 7Z,, bir cissmdir ancak ve ancak m bir asal sayidar.

Kanit. Kabul edelim ki m bir asal say1 olmasin. Bu durumda m = ab olacak sekilde
1 < a,b < m sayilar1 bulunabilir. Boylece Z,, i¢inde a # 0 ve b # 0 oldugu halde
0 =m = a- b olacagindan Lemma 1 (iii) den dolay1 Z,, cisim olamaz.

Simdi m bir asal say1 olsun. Bir a € Z,, i¢cin 0 < a < m oldugundan «a ile m
aralarinda asaldir. Buna gore ua + vm = 1 oacak sekilde u ve v tamsayilar1 vardir.
Burada 6zel olarak 0 < u < m — 1 segebiliriz. Boylece ua = 1 (mod m) elde edilir.
Dolayisiyla u = a™ !, yani a elemannin Z,, i¢inde bir ¢arpimsal tersi vardir. a # 0 keyfi
olarak secildiginden Z,, halkas:1 bir cisim olur. m

Bir R halkas1 ve n > 1 tamsayisi igin a € R ise na ya da n - a ifadesi ile

n

Za:a+a+---+@

i=1 M

toplami kastedilmektedir. 0-a = Op ve her n < 0 tamsayisi igin n-a = —(|n| - a) =
|n| - (—a) olarak tanimlansin. Buna gore asagidaki énermeyi verebiliriz.

Onerme 3 R bir halka, m,n € Z ve a,b € R olsun. Buna gére
(i) m-a=(m-1g)a.
(i) (m-a)(n-b) = (mn)- (ab). Ozel olarak, (mn) -1z = (m - 1z)(n - 1z).
(iii) (mn)-a=m-(n-a)=n-(m-a).
(iv) (m+n)-a=m-a+n-a.

(v) n-(a+b)=n-a+n-b.
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Kanit. (i) m > 0 olsun. Buna gore

.

a+--+a=(1r+ - +1g)a=(m-lg)a

olur. m=0ise m-a=0=0g-a=(m-1g)a bulunur. m < 0 olsun. Buna gore
m-a=—(|m|-a) = =[(Im|-1r)a] = [=(Im[ - 1r)la = [(=|m]) - 1r]a = (m - 1r)a
elde edilir.
(ii) m,n > 0 ise

m n mn

(m-a)(n-b)=(a+ -/-k-+d)(?)+-l-\-+3) :ab+-f-+ab: (mn) - (ab)

olur. m ya da n’den en az biri sifir ise isimiz tamam. m ya da n den biri, diyelim ki
m, negatif olsun. Bu durumda |m| > 0 olacagindan

(m-a)n-t) = [~(m|-a)](n- 1) = ~[(jm] - a)(n )
= ~[(Jmln) - (ab)] = (~|mln) - (aD)
= (mn) - (ab)

elde edilir. ) ‘
(iii) (mn)-a W (m-1g)(n-a) O (n-a)
|

Tanmim F bir cisim olsun. Eger n-1p = 0 olacak sekilde bir n pozitif tamsayist varsa
bu n saylarimn en kiictigine F cisminin karakteristigi denir. Eger boyle bir n sayst
bulunamaz ise o zaman F' cisminin karakteristigi sifirdir diyecegiz.

Kolayca goriilebilir ki bir F' cismi ve bir n pozitif tamsayisi i¢in n - 1 = 0 ancak
ve ancak her a € F icin n-a = 0. Buna gore bir cismin karakteristigi sifirdan farkli ise
bu say1, o cismin biitiin elemanlari sifirlayan en kiigiik pozitif tamsayidir.

Ornek 5 Q, R ve C cisimlerinin karakteristigi ssfordur. p bir asal saye olmak tizere Ly,
cisminin karakteristigi p saysidar.

Teorem 4 Bir cismin karakteristigi ya sifirdir ya da bir asal sayidar.

Kanit. Kabul edelim ki bir F' cisminin karakteristigi sifirdan farkli bir p sayis1 olsun.
1-1 =1 # 0 oldugundan p # 1 dir. Kabul edelim ki p asal olmasin. Bu taktirde
p = mn olacak gekilde 1 < m,n < p tamsayilar1 vardir. a =m - 1p ve b = n - 1p olsun.
Buna gore, Onerme 3 (ii)’den,

a-b=m-1p)(n-1p)=(mn)-lp=p-1p =0

olur. Lemma 1 (iii) den, @ = 0 veya b = 0 bulunur. m-1p = 0 veyan-1p = 0
olacagindan bu durum p sayisinin secimi ile geligir. m

E ve F iki cisim ve ' C E olsun. Eger F iizerindeki toplama ve ¢arpma islemleri
F’ye kisitlandiginda, F' iizerindeki toplama ve carpma iglemleri ile aym oluyorsa F
cismine E’nin bir altcismi denir.

Ornegin Q rasyonel sayilar cismi, hem R reel sayilar cisminin, hem de C karmagik
sayilar cisminin bir altcismidir. Ayrica R de C’nin bir altcismidir.
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Lemma 5 F bir cisim ve E C F olsun. Buna gore E, F’nin bir altcismidir ancak ve
ancak 1p € E ve hera,b € E (b#0) i¢in, a — b,ab™ € E olur.

Kanit. (=) gerektirmesi agik oldugundan yalnizca (<) gerektirmesini kanitlayacagiz.
E {izerinde tanimh toplama ve carpma islemleri, F'nin iglemleri oldugundan yalnizca
E’nin bir cisim oldugunu gostermek yeterlidir. a,b € E olsun. a € E oldugundan,
kabuliimiizden dolayi, 0 = a —a € F olur. Simdi 0 € F oldugundan —b=0—-b € E
elde edilir. Dolayisiyla a +b = a — (—b) € E olur. Boylece E toplama iglemine gore
kapalidir. Simdi b # 0 oldugunu varsayalm. 1p € E oldugundan b~! = 1pb7! € F
olcagindan ab = a(b~!)™! € E elde edilir. Yani F, ¢arpmaya gore de kapaldir. F,
F’nin bir altkiimesi ve F' de bir cisim oldugundan (ii), (iii) ve (iv) numarali cisim
aksiyomlar:1 saglanir. Boylece E bir cisim olur. m

E ve F iki cisim olsun. E’den F’ye birebir ve orten f : ' — F' doniigiimii tanim-
lanabiliyor olsun. Eger her z,y € F i¢in f(x +y) = f(z) + f(y) ve f(zy) = f(z)f(y)
ise £/ ve F' cisimleri icin esyapili cisimler denir. Bu durumda f doniigsiimiine de bir
esyap1 doniisiimii diyecegiz. Esgyapili cisimler, cebirsel olarak, birbirlerinin yerlerini
tutabilen cisimlerdir. Ciinkii bu cisimlerin elemanlari, islem tablolar1 bozulmayacak
sekilde birebir eslenebilmektedir. Ornegin F' = {a, b} kiimesi,

A |
a
b

SR
Q O S
S Q| *
L Q|
S QS

seklinde tamimlanan A ve x iglemleri ile birlikte bir cisim olur. Aslinda bu cisim Z,
cismi ile egyapilidir. Ciinkii yukaridaki tablolarda A yerine +, x yerine X, a ve b yerine
de sirasiyla 0 ve 1 yazilirsa Zs iizerinde tanimlanan + ve X iglemlerinin tablolar: elde
edilmis olur. Boylece “iki cisim cebirsel olarak ayni yapiya sahiptir” diyebiliriz.

Onerme 6 F, karakteristigi p olan bir cisim olsun. Buna gére F'nin p elemanl bir
altcismi vardwr. Gergekte bu altcisim Z, ile esyapilador.

Kanit. F’nin
S={n-1lp:neZ}

altkiimesini alalim. Oncelikle
S={r-1lp:reZ, 0<r<p}={0p,1p,2-1p,...,(p—1) - 15}

oldugunu gosterecegiz. € S olsun. Buna gore x = n- 1 olacak sekilde bir n tamsayisi
vardir. Boliim algoritmasindan dolay:

n=pqg+r, 0<r<p

olacak sekilde tek tiirlii belirli r sayisi ile bir ¢ tamsayis1 bulunabilir. Buradan, Onerme
3iin (iii). ve (iv). siklarm kullanarak,

v=n-lp=(@pg+r)-lp=(pq) - lp+r-lp=q-(p-1lp)+r lp=r-1p
0
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elde ederiz. Boylece yukaridaki esitlik gosterilmis olur. 0 < r, s < p olmak {iizere S’nin
r-1p ve s-1p gibi iki elemanina F’nin + ve - islemleri uygulanirsa, Onerme 3 geregince,

(r-lp)+(s-1p) = (r+s)-1lp=(r+s(mod p))-1p
(r-1p)(s-1p) = (rs)-1p = (rs (mod p))-1p

elde edilir. Bundan sonra, Lemma 5 de kullanarak, S’nin, F'nin Z, ile esyapili bir
altcismi oldugunu gormek zor degildir. m

Yukaridaki énermede gegen p elemanh altcisme, F’nin asal cismi denir. Asagidaki
teoremin dogrudan bir sonucu olarak, asal cisim F'nin en kiigiik altcismi olur.

Teorem 7 F' karakteristigi p olan sonlu bir cisim ise F'nin, bir n > 1 tamsayist i¢in,
p" tane elemany vardar.

Kamit. F* kiimesinden bir «; elemani secelim. Oncelikle 0-aq,1 - aq, ..., (p—1) -
elemanlarinin ikiger ikiger birbirlerinden farkli olduklarini gosterecegiz. Kabul edelim
ki0 <i<j<p-—1ligini-ay = j-aq olsun. Buna gore (j—i)-a; =0ve0 < j—i <p—1
olur. F’nin karakteristigi p oldugundan j — ¢ = 0, yani j = 7 elde edilir.

Eger F' = {0 1,1 - ag,...,(p — 1) - oy} ise igimiz tamam. Aksi halde
F\ {0-a5,1 aq,...,(p—1) - a;} kiimesinden bir ay elemani segebiliriz. Simdi ise
0 < aj,as < p— 1 olmak iizere, miimkiin olan tiim (aj,as) ikilileri igin yazilabilecek
a1 + asap elemanlariin ikiger ikiger birbirlerinden farkli olduklarini gosterecegiz.
Kabul edelim ki 0 < ay,as,b1,bo < p—1 icin

a1 + Agip = blOél + b2a2
olsun. Eger as # by ise bu durumda
ag = [(by — az) - 1p] " (ar = by)ay = [(by — ag) - 1] [(ar — b1) - 15] -

olur. [(by — ag) - 1] '[(ay — b1) - 1¢] elemam F'nin asal cismi iginde olacagindan bir
0<n<p-—1icgn
(b2 —a2) - 1] (a1 — b1) - 1p] = - 1p

yazilabilir. Buna gore as = n - oy elde edilir ki bu durum ay’nin secimi ile gelisir.
Dolayisiyla as = by olur. Bir onceki adimdan dolay1 da nihayet (aq,b;) = (a2, b2) elde
edilir. Bu sekilde devam edersek, F' sonlu sayida eleman icerdiginden, dyle aq, ..., o,
elemanlar:1 bulabiliriz ki

F={aon+ - +anay, :ay,...,a, € Z,}

ve (aq, ..., a,) sirall n-lilerinin miimkiin olan her segimi igin a;; +- - - + a,;, tipindeki
elemanlar birbirlerinden farkli olur. Dolayisiyla |F| = p" elde edilir. =

3.2 Polinom Halkalar:

Bir cisim {izerinde tanimlanan polinomlarin, bilinen polinom toplami ve carpimu ile
birlikte halka yapisina sahip oldugunu daha ¢nce soylemistik. Buna gore agagidaki
tanimi verebiliriz.
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Tanim F' bir cisim olsun.

Flz] = {Zaixi:aiEF, n20}

1=0

kiimesine F tizerindeki polinom halkasy adv verilir. F[z| kiimesinin her elemanina
bir polinom denir. P(z) =Y . a;x" polinomu i¢in a, # 0 ise n saysina P(z) poli-
nomunun derecesi denir ve der(P(x)) = n seklinde yazhr. Ozel olarak der(0) = —oo
olarak tanumlanir. ay, ..., a, elemanlarinan herbirine P(x) = Y . a;x" polinomunun
katsaipse denir. Ozel olarak ay katsaynsina P(x)’in sabit terimi, a, katsaypsina ise
P(z)’in baskatsaypsy ady verilir. P(x) = Y1 ,a;x" polinomu i¢in a, = 1 ise o za-
man P(x) polinomuna bir monik polinom denir. Pozitif dereceli bir P(x) € Fl[z]
polinomu igin P(x) = f(x)g(z) olacak sekilde dereceleri P(x)’in derecesinden kii¢iik
sabit olmayan f(x),g(x) € Flx] polinomlar: bulunabiliyor ise P(x) polinomuna F 1iz-
erinde indirgenebilir polinom adiv verilir. (Aksi halde P(x) polinomuna F iizerinde
indirgenemez polinom denir.)

Ornek 6 (i) P(v) = o' +22% + 22+ 2 € Zs[x] polinomunun derecesi 4 'tiir. P(z), Z3
tizerinde bir indirgenebilir polinomdur ¢iinkii P(x) = (2% + 1)(2? + 2z + 2) yazlabilir.

(ii) g(z) = 1+z+2? € Zy[z] polinomu derecesi 2 olan bir indirgenemez polinomdur.

(iii) 1+ 2+ 23 ve 1 + 22 + 23 polinomlar Zy iizerinde indirgenemezdir.

Teorem 8 (Polinomlar i¢in B6liim Algoritmasi) F bir cisim ve P(x), S(x) € F|x]
(P(z) # 0) olsun. der(P(z)) > 1 ise S(x) = P(x)Q(x) + R(x) ve R(z) = 0 veya
der(R(x)) < der(P(x)) olacak sekilde tek tirli belirli Q(x), R(x) € Flx] polinomlar:
bulunabilir.

Tanim P(x), S(z), Q(x) ve R(z) yukaridaki teoremde oldugu gibi alinsin. R(z) poli-
nomuna S(x)’in P(x) ile boliiminden kalan adv verilir ve (S(z) (mod P(z))) ile gds-
terilir.

Ornek 7 Zs[x] halkasindan 3z* 4 22° + 3z + 2 wve 222 + 1 polinomlarma diisiinelim.
Dogal saylar arasindaki bilinen bolme isleminin benzerini uygulayarak

3rt +22% + 3z + 2 = (222 + 1)(42® + v + 3) + 22 + 4

bulunabilir. Buna gére 3x* 4+ 223 + 3z + 2 polinomunun 2x* + 1 ile béliimiinden kalan
2x + 4 polinomudur. Yani

(3% +22° + 32 + 2 (mod 22% + 1)) = 2z + 4

Tanim F' bir cisim ve P(x),Q(x) € F|x] olsun.

(i) Eger bir T(z) € F[z]| polinomu i¢in P(x) = T(x)S(z) olacak sekilde bir S(z) €
Flz] polinomu varsa bu durumda T(x), P(z)’% béler denir ve T(x) | P(x) seklinde
gosterilir. Burada P(x) polinomu igin T'(z) (ve elbette ki S(z)) polinomunun bir kats
denir.
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(i) P(x) ve Q(x) polinomlariny ortak olarak bolen en biiyik dereceli monik poli-
noma, P(x) ve Q(x) polinomlarimin en biiyiik ortak boleni denir ve (P(x),Q(x)) ile
gosterilir. Eger (P(x),Q(x)) =1 ise “P(z) ile Q(z) aralarinda asaldur” denir.

(iii) Hem P(z)’in hem de Q(z) ’in katr olan en kii¢iik dereceli monik polinoma P(x)
ve Q(x) polinomlarinin en kii¢iik ortak katu denir ve [P(x), Q(z)] ile gdsterilir.

Teorem 9 (Euclid Algoritmasi) F' bir cisim ve P(z),Q(z) € Flx] (Q(z) # 0) ol-

sun. Asaguda verilen iglem dizisini r,(z) = 0 olana kadar uygulayalim:

P(z) = Q@)ti(z) +ri(z),  der(ri(z)) < der(Q(z))
Qz) = ri(z)ta(x) + re(x), der(ry(z)) < der(ri(x))
ri(z) = ro(x)ts(x) + r3(z), der(r3(z)) < der(ra(x))

Tns(®) = rp_o(@)tp_1(x) + rp_1(x), der(r,—1(z)) < der(r,—2(x))
Tnoo(x) = ro_1(2)tu(z) + o), ro(x) = 0.

Buna gére 1,_1(x) in baskatsays: c ise (P(z),Q(z)) = ¢ tr,_1(z) olur.

Ornek 8 7Z,[r] halkasinda, x° + 2* + 2% + 1 ile ° 4+ 2 + 2 polinomlarmn en biiyiik
ortak bolenini Fuclid Algoritmasi’mi kullanarak hesaplayalim:

Pttt 1l = P +) a4+l
P+t r = (+D)@E@*P+1)+1
r+1 = L(z+1)+0

olacagindan (z° + z* + 22+ 1, 23+ 2% + ) = 1 elde edilir. Yani verilen polinomlar
aralarinda asaldur.

Not (i) Indirgenemez polinomlari, sabit polinomlar ve (bir sabit farkiyla) kendisi
diginda higbir polinoma béliinemeyen polinomlar oldugu anlagilmaktadir. (Indirgene-
mez polinomlarin bu yoniiyle asal sayilara olan benzerligine dikkat ediniz.)

(ii) Cebir kaynaklarimin pek ¢ogunda da goriilebilecegi gibi, bir F' cismi i¢in, F'[z]
polinom halkasindaki sabit olmayan her polinom, (sabit farkiyla tek tiirlii belirli) in-
dirgenemez polinomlarin bir sonlu ¢arpim geklinde yazilabilmektedir. (F[z] polinom
halkasinin bu o6zelligi ile asal ¢arpanlara ayrilma 6zelligine sahip tamsayilar halkasina
ne kadar benzedigine dikkat ediniz.)

(iii) Bir F cismi i¢in P(z),Q(x) € F[z] olsun. Buna gore

Px) = api(x)™ .. pn(2)" poga () pr(2)™

ve
Q(x) = Bpi(@)™ ... pp (@) " g1 ()1 gy ()™

olacak sekilde a;, b; > 0 tamsayilar (1 <i < k,1<j <t), o, € Fvep(x),...,p(x),

Gni1(T), ..., q(x) € Flz] birbirinden farkli monik indirgenemez polinomlar1 vardir.

Buna gore

(P(x),Q(x)) = p (J;)min{fll,bl} - 'pn(a})min{an,bn}
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ve

[P(2), Q(x)] = py(x)mslond} L p, (wymateton®idp, o ()00 p(@) g ()4 ()

yazilabilir. Buna gore P(z)Q(x) = (P(x), Q(x))[P(x), Q(z)] oldugu kolayca goriilebilir.

(iv) Yukandaki Euclid Algoritmasi’ndan, tipki tamsayilarda oldugu gibi,
P(z),Q(z) € F[z] gibi sifirdan farkli iki polinom igin

(P(z),Q(x)) = P(z)u(z) + Q(z)v(x)

ve der(u(x)) < der(Q(x)), der(v(x)) < der(P(x)) olacak sekilde u(x),v(z) € Flx]
polinomlar1 bulunabilir. Ornegin daha énce Ornek 8'de, 2° 4+ 2* + 2241, 2®+ 22+ €
Zs|z] polinomlar igin

(®+2t+ 22 +1, 22422 +2)=1
oldugunu gostermistik. Aym algoritmadan, adimlarini geri alarak,
1= (x5—|—:p4+x2—|—1) (x2+1) + (:ps—i—xQ—i—m) xt
esitligi elde edilebilir. Buna gore u(z) = 22 + 1 ve v(z) = 2* olur.

Yukaridaki notlardan da anlagilacagi gibi Z tamsayilar halkasi ile herhangi bir F
cismi i¢gin F[z] polinom halkasi arasinda asal sayilar ile indirgenemez polinomlarin
kargilik geldigi birtakim benzerlikler vardir. Bu benzerliklere ek olarak, bir m tam-
sayist igin Z,, = Z/(m) halkasin inga ettigimiz gibi bir P(z) € F[z]| polinomu igin de
Flz]/(P(x)) halkasim insa edebiliriz. Buna gore Flz]/(P(x)) = {r(z) : r(z) € F|x] ve
der(r(x)) < der(P(x))} ve herhangi r(z), s(x) € F[z]/(P(z)) i¢gin toplama ve garpma
igslemleri sirasiyla

r(z) ® s(z) = (r(z) + s(z) (mod P(z)))

ve

r(z) @ s(x) = (r(x)s(r) (mod P(x)))

seklinde tanimlanirsa, bu iglemlerle birlikte, F'[x]/(P(z)) kiimesinin bir halka olacagin
gormek zor degildir. Burada @ ve ® ile gosterdigimiz toplama ve ¢arpma iglemleri icin
de, daha once oldugu gibi, + ve - simgelerini kullanmaya devam edecegiz.

Teorem 10 F' bir cisim ve P(x) € F[z| olsun. F|x]/(P(z)) kiimesi, yukaridaki gibi
tanemlanan toplama ve ¢carpma islemleri ile birlikte bir halkadur. Ayrica, F|x]/(P(z)) in
cisim olmast igin gerek ve yeter kosul P(x)’in F' iizerinde indirgenemez olmasidur.

Kanit. Teorem 2'nin kanmitinda kullandigimiz yontemin aynisi kullanilarak goste-
rilebilir. m
Dikkat edilirse bir F' cismi iizerinde derecesi n > 1 olan bir P(z) polinomu i¢in
F[z]/(P(x)) halkas1 derecesi n’den kiigiik olan F iizerindeki tiim polinomlardan olugur.
Yani
Flz]/(P(z)) = {ap + a15 + - - - + ap_12" ' 1 ag,...an_, € F}.

Buna gore P () bir dogrusal polinom (yani derecesi 1 olan bir polinom) ise F[z]/(P(x))
halkas1 F' cisminin ta kendisidir.
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Ornek 9 (i) R[z]/(2® + 1) halkasi ele alalim. R[z]/(2? +1) = {ax +b: a,b € R}
yazlabilir. 22+ 1 polinomu R tizerinde indirgenemez oldugundan bu halka bir cisimdir.
Ashnda x ile i karmagik saysy eslestirilirse bu cismin C karmasik saylar cismi ile
esyaprly oldugu kolayca gorilebilir.

(ii) Zy[z]/(2* + 1) = {0,1,2,1 + z} halkasina diigiinelim. Bu halka tizerindeki
toplama ve ¢arpma islem tablolalar, asagqdaki gibi verilebilir:

+ 0 1 T 1+z . 0 1 T 1+
0 0 1 T 1+2x 0 0 0 0 0
1 1 0 1+z T 1 0 1 T 1+
T T 14+« 0 1 T 0 T 1 1+
14z |14z T 1 0 14210 142 142z 0

Buna gére ¢carpim tablosuna bakarak bu halkanin bir cisim olamayacagini soyleyebiliriz
(142 =0).

(iii) Simdi de Zs|x]/(2* + 2+ 1) ={0,1,2,1 + x} halkasim ele alalvm. x> + x + 1
polinomu Zo tizerinde indirgenemez oldugundan, Teorem 10°dan dolay: bu halka bir
cisim olur. Bunu, ayrica, asagidaki islem tablolarina bakarak séylemek te miimkiinddir.

+ 0 1 T 1+ . 0 1 T 142z
0 0 1 T 1+2x 0 0 0 0 0
1 1 0 14+ T 1 0 1 T 142z
T T 14+ 0 1 T 0 T 1+ 1
1+z|14+2 T 1 0 1+z |0 1+=x 1 T

Yukaridaki yontemle dort elemanly bir cisim insa etmis oluruz. Bu cismin eleman-
larian dereceleri en fazla 1 olan polinomlar oldugu goriliyor. Fakat bu elemanlar
farkl yollarla yazmak ta mimkindir. Ornegin, bu polinomlar: azalan kuvvet sirasina
gore yazdiktan sonra katsayilaring ayne sira ile tekrar yazarak ikili dizende bir say elde
edebiliriz. Yani a,x™ + - - -+ a1x + ag seklindeki bir polinoma ikili diizendeki a,, . .. aiaq
sayrst kargilik gelir. Polinomlar ikili dizendeki bu sayilarla ifade edebilecegimiz gibi bu
sayilary ondalik diizende yazarak ta kullanabiliriz. Buna gore yukarida elde ettigimiz
cismin elemanlaring asaqudaki gibi dondistirebiliriz:

polinom ‘ ikilik sayi ‘ ondalik sayi

0 00 0
1 01 1
T 10 2
1+ 11 3

Polinomlar:, ondalik diizende yazarak yeniden ifade edersek, yukaridaki islem tablolar:
asagidaki hale doniisiir:

+10 1 2 3 10 1 2 3
010 1 2 3 0/0 0 0 O
1(1 0 3 2 110 1 2 3
212 3 0 1 210 2 3 1
313 2 10 310 3 1 2

Bu tablolarin Z4 halkasinin islem tablolarindan farkly olduguna dikkat ediniz.
Yukaridak: islemi herhangi bir n > 1 tamsayist i¢in Z,, tizerindek: tiim polinomlara
genigletebiliriz.
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3.3 Sonlu Cisimlerin Yapisi

Bir 6nceki boliimde indirgenemez polinomlar1 kullanarak nasil cisim insa edebile-
cegimizi gordiik. Bu boliimde sonlu cisimlerin hepsinin bu yolla elde edilen cisimlerden
ibaret oldugunu gosterecegiz. Hatirlayacak olursak bir F' cismi ile bir P(x) € F|[x]
indirgenemez polinomu i¢in F[z]/(P(x)) ile gosterdigimiz bir cisim tanimlamigtik. Bu
yeni cismin elemanlarimi, o yerine o gosterimini kullanarak yeniden yazarsak (Ornek 9
(i)’de yaptigimiza benzer olarak), daha énce tanimlanan toplama ve garpma iglemlerini
yeni yazilan elemanlar i¢in tagimak suretiyle

1

F(a)={ay+aa+ -+ a, 10" :ag,...,a, 1 € F}

ile gosterilen ve F[z]/(P(x)) cismi ile egyapili bir cisim elde edebiliriz. Bu yolla
Flz]/(P(z)) cisminin elemanlar ile F’ iizerindeki polinomlar arasinda meydana gelebile-
cek bir karigikligin da 6niine ge¢gmis oluruz. Burada bir a € F' elemanim F(«) i¢indeki
a+ 0a+ -+ 0a""! elemam ile 6zdeg tutarak F' C F(«) alabiliriz. Ayrica tamim-
dan dolay1 P(«) = 0 olur. Dolayisiyla F' cismini P(z) polinomunun bir kokiinii igeren
F(«) cismine genigletmis oluyoruz. Aslinda gorecegiz ki F’yi P(x) polinomunun biitiin
koklerini icerecek sekilde genisletebiliriz. Daha once agagidaki tanimi verelim:

Tanim (i) E bir cisim ve F, E’nin bir altcismi ise E cismine F’nin bir geniglemesi
denir.

(ii) F bir cisim ve f(z) € Flz| olsun. Eger f(x), katsayilar: F 'nin elemans olan
birinci dereceden (dogrusal) polinomlarin ¢arpima seklide yazilabiliyor ise, yani

f@)=a(r—a)---(z - an)

olacak sekilde o, ..., a, € F elemanlary bulunabiliyor ise, o zaman f(z) i¢in "F
tizerinde dogrusal ¢arpanlarina ayrilabilir" denir.

(iii) F bir cisim ve f(x) € Flz] olsun. F’nin bir E genislemesi i¢in f(x),
E dizerinde dogrusal carpanlarina ayrilabilir fakat E 'nin F’yi iceren hi¢bir oz alt-
cismi tzerinde dogrusal ¢arpanlarina ayrilamaz ise E cismine f(x)’in (F izerinde)
bir parcalanis cisma denir.

Ornek 10 (i) 2% + 1 € Q] polinomunun parcalams cismi, C karmagik saylar cis-
minin Q(i) = {a + bi : a,b € Q} altcismidir.

(i) 22 — 2 € Q[z] polinomunun parcalamas cismi, Q(v/2) = {a + bv2 : a,b € Q}
cismidir.

Agagidaki teorem herhangi bir cisim tizerindeki herhangi bir polinom icin bir parcalanig
cismi bulabilecegimizi soylemekle kalmiyor, ayn1 zamanda bir polinomun iki parcalanig
cisminin de egyapili olacaginmi soyliiyor. Asil konudan uzaklagmamak amaciyla bu teo-
remin kanitin1 burada vermeden gegecegiz.

Teorem 11 F bir cisim ve f(x) € Flx] ise f(x)’in F dzerinde bir parcalanis cismi
vardir ve esyapily olma farkwyla tektir.

Lemma 12 F bir cisim ve |F| = q¢ < 0o olsun. Buna gére her f € F i¢in f =
olur.
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Kamit. 3 = 0 i¢in durum agiktir. 8 # 0 olsun. F™* = {f,,...,, ;} olarak yazalm.
Buna gore F* = {303, ..., 8, 1} yazabiliriz. Dolaysiyla

By - 'ﬁq—l = BB .. -ﬁﬂq—l = ﬁq71ﬁ1 . -5(1—1,
yani 87! = 1 elde edilir. Dolayisiyla 4¢ = § bulunur. m

Lemma 13 p bir asal say, n ve r, v < p" olacak sekilde iki pozitif tamsayr olsun.
Buna gore p™’nin r’li kombinasyonu (p:) ile gosterilirse

(o)

Kamit. Uygun bir 0 < m < n tamsayisi igin (r,p") = p™ yazabiliriz. Buna gore

(p”) _ Pt (" -t 1)

rl
A S AN A S
r\r—1 r/pm\ r—1

yazilabilir. (p:), (p::f) € Z ve p" ™ ile r/p™ tamsayilar aralarinda asal oldugundan

r/p™| (p::ll) olur. Yani (p:) say1sl p"~"™’nin, 6zel olarak ta p’nin, bir katidir. =
Yukaridaki lemmay1 Binom Teoremi ile birlikte kullanmirsak, karakteristigi p > 0

olan bir F' cisminden alinan herhangi iki o ve 8 elemani ile her n > 0 tamsayisi igin

olur.

(a+p)" =a +5"
olacagimi gosterebiliriz.

Teorem 14 Her p asal sayist ve n > 1 tamsayise icin p™ elemanly bir cisim vardwr ve
esyapily olma farkwyla tektir.

Kamit. (Varlik) Teorem 11 geregince 27" — x € Z,[x| polinomunun Z, iizerinde bir E
parcalanig cismi vardir. Buna gore E, 2" — polinomunun tiim koklerini icerir. 27" —x
polinomunun (E icindeki) tiim koklerinin kiimesi K olsun. Once |K| = p" oldugunu
gosterecegiz. Bunun icin 27" — x polinomunun tiim koklerinin tek kath oldugunu, yani
her o € K igin (z — «)? { 2" — x oldugunu gostermek yeterlidir. Buna gore a@ € K
alalim. FE’nin karakteristigi p olacagindan, yukaridaki gozlemi de kullanarak, E[x]
icinde (z — a)?" = 27" — o?" elde edilir. Kabuliimiizden dolay1 o®" = « olacagindan,
yine E[z] i¢inde

- = - —r+a
= (z—a)" —(z—a)

= (@-a)lle—a)" " -1

bulunur. x — a{ (r — a)?" 7! — 1 oldugundan (z — a)? { 2" — x olur. Boylece 27" — x
polinomunun E igindeki tiim kokleri tek kathidir. Dolaysiyla | K| = p™ olur. Simdi de
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K kiimesinin E’nin bir altcismi oldugunu gosterecegiz. Oncelikle 17" = 1 oldugundan
1 € K olur. a, € K olsun.Bu durumda

n n n n a—pB, p>2ise
a+ B, p=2ise

bulunur. Fakat p = 2 ise +1 = —1 olacagindan, her durumda, (o — 3)?" = o — 3 olur.
Yani o — 3 € K. Ayrica 8 # 0 ise

(@B = (3" =" (37) = ap!

olacagindan af~! € K olur. Boylece Lemma 5’den K, E’nin bir altcismi olur.

(Teklik) F', p™ elemanli bir cisim olsun. Teorem 7’den dolay1 F’nin karakteristigi
p olur. Onerme 6 geregince F'nin, Z, ile esyapih bir altcismi olacagindan, genelligi
bozmadan, Z, C F kabul edebiliriz. Lemma 12’den dolay1 F, 2P" — z polinomunun
biitiin koklerinden ibaret olur. Buna gére F, z¥" — z polinomunun Z, iizerinde bir
parcalanig cismidir. Teorem 11’i kullanarak istenilen elde edilir. m

BU ANDAN ITIBAREN ¢ ELEMANLI HERHANGI BIR CISMI ]Fq ILE GOSTERECEGIZ.

Tanim Eger o € F, i¢in F, = {0,a,0?,..., a9} yazlabiliyorsa, o elemanina F,
cisminin bir ilkel elemany denir.

Ornek 11 o, 22 + z + 1 € Fy[x| polinomunun bir kékii olmak iizere, daha énce Ornek
9 (ii1)’de verilen, Fy = Fy(«) cismini digiinelim. Buna gére

o’ =—(a+l)=a+1l, ®=ad’=ala+1)=a+a’=a+a+1=1

olur. Dolaypsiyla Fy = {0,1,a,a + 1} = {0,a,a?, a3}, yani o, Fy’tin bir ilkel ele-
manadar.

Tanim Bir « € F} i¢in af =1 olacak sekildeki en kiiciik k pozitif tamsaypsina o 'nn
mertebesi denir ve m(«) ile gosterilir.

Ornek 12 22 + 1 polinomu, Fs tzerinde, dogrusal carpant olmadijindan dolayr in-
dirgenemezdir. «, x* + 1 polinomunun bir kékii olmak tizere Fg = F3() cisminin «
elemamm diigiinelim. o = —1, a® = aa? = a(—1) = —a = 2a ve a* = (a?)? =1

olacagindan m(«) = 4 bulunur.

Lemma 15 (i) Her o € F} igin o™ =1 ise m(a) | m. Ozel olarak m(a) | ¢ — 1.
(i) o, 8 € F; icin (m(a),m(B)) =1 ise m(aB) = m(a)m(B).

Kamt. (i) Bir m > 0 tamsayisi i¢in ™ = 1 olsun. Uygun a > 0 ve 0 < b < m(«)
tamsayilari i¢in m = a - m(«) + b yazabiliriz. Buna gore

1 = Oém = Oéa.m(a)—i_b = (Oém(a))a’ . O{b = Oéb

olur. Dolayisiyla b = 0 elde edilir. Yani m(«) | m. Simdi, Lemma 12’den dolay,
m = q — 1 alarak bu kismin kanitin1 tamamlayabiliriz.
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(ii) 7 = m(a) -m(B) olsun. Bu durumda o” = 1 = 3" olur. Boylece (af)" = a"f" =
1 ve buradan da m(af) < r elde edilir. Diger taraftan ¢ = m(af) denirse

1= (Ozﬁ)t’m(a) _ (am(a))tﬁtm(a) _ Bt-m(a)

olacagindan, lemmanin birinci kismu kullamlarak, m(f5) | t - m(«) elde edilir. Fakat
(m(a), m(5)) = 1 oldugundan m(f3) | ¢t dir. Benzer sekilde m(«) | t oldugunu gostere-
biliriz. Dolayisiyla r = [m(a), m(B)] | ¢, yani r < t bulunur. Boylece r = ¢, yani
istenilen egitlik elde edilir. m

Onerme 16 (i) F, cisminin sifirdan farkl bir elemaninan ilkel olmast i¢in gerek ve
yeter kosul bu elemanin mertebesinin ¢ — 1 olmasidar.
(ii) Her sonlu cisim en az bir ilkel eleman icerir.

Kamt. (i) Bir o € F} icin m(a) = ¢ — 1 ancak ve ancak o, a?,...,a%"" elemanlar

birbirinden farkhdir. Fakat bu F, = {0, a,a?,..., a4 '} olmasi demektir.
(ii) F, cisminin sifirdan farkl biitiin elemanlarinin mertebelerinin en kiigiik ortak

kat1 m olsun. Kabul edelim ki m, birbirinden farkl rq, ..., r, asal sayilar i¢in
m =i ke

seklinde asal carpanlarma ayrilsin. m’nin seciminden dolayr 75" | m(a) olacak sekilde

. kl kl
bir a € F; elemam vardir. 3, = ™/ olsun. (B,

m(B,) | ri* olur. Buna gore m(83,) = r? olacak seklide bir s < k; tamsayisi vardir. Ote

= o™ = 1 oldugundan

yandan Qme)/rr = (B,)1 = 1 olacagimdan m(a) | (m(a)/r*)r$ yazlabilir. Bu ise
r$/rit € Z, yani s = k; anlamma gelir. Dolayisiyla m(3,) = r;* olur. Benzer sekilde,
her i = 1,...,n igin, m(B;) = rf olacak gekilde 3, € F; bulunabilir. 8 = g,...8,
olsun. Lemma 15 (ii)’den m(3) = m olur. Aymni lemmanin (i) sikkindan dolay1 m |
q — 1 olur. Ayrica m’nin segiminden dolay1 F; ' her elemani 2™ — 1 polinomunun bir
kokiidiir. Buna goére ¢ — 1 < m olur. Dolayisiyla m = ¢ — 1, yani (8 bir ilkel eleman
olur. m

Not (i) Ilkel elemanlar tek olmak zorunda degildir. Mesela Ornek 11°de verilen
[F4 cisminin « ve o + 1 gibi iki tane ilkel eleman1 vardir.

(ii) F, tizerinde derecesi m olan bir indirgenemez polinomun « gibi bir kokii i¢in

a, Fym = F,(«) cisminin bir ilkel eleman ise bu durumda

Fon = {ag +a1a+ -+ ap 1™ ' ia; €F} ={0,0,0%, ..., a?" 1)

olacagindan, F = cisminin bir elemani hem a’'nin bir polinomu hem de a’nin bir kuvveti
olarak yazilabilir. Eger elemanlari, toplama yaparken a’nin polinomlari, ¢carpma ya-
parken de a’nin kuvvetleri cinsinden yazarsak islemleri yapmamiz oldukga kolaylasir.

Ornek 13 o, 2*+2+1 € F, [z] polinomunun bir kékii olmak tizere Fg = Fa(av) cismini
ele alalvm. Lemma 15 (i)’den dolayr m(a) | 8 — 1 = 7 olacagindan m(«) = 7, yani «,
Fg cisminin bir ilkel eleman olur. Aslinda Fg’in 0 ve 1°den farkl her elemana bir ilkel
elemandir. Fg’in elemanlarini iceren asagidaks gibi bir tablo yapalim:




Bu tabloya bakarak toplama ve ¢carpma islemlerini kolaylikla yapabiliriz. Ornegin
P t+ad=(@*+1)+(a+1)=a®+a=a" afa? = o = o?
elde edilir.

Yukaridaki 6rnekten de goriilebilecegi gibi, eger bir sonlu cismin elemanlarini hem
polinom hem de kuvvet seklinde goteren bir tabloya sahip olursak, bu cismin elemanlari
arasinda toplama ve carpma islemlerini oldukga kolay bir gsekilde yapabiliriz. Bu tablo-
nun iglevini “Zech Logaritma Tablosu” adi verilen bagka bir tablo ile biraz daha
basitlestirebiliriz. Zech logaritma tablosu bir o € F, ilkel elemani i¢in 0 < ¢ < g — 2
veya i = oo degerlerine, o’ +1 = o1 ile tamimlanan (i) degerlerini karsihk getiren bir
tablodur (burada a® = 0 olarak kabul edilmektedir). Buna gore tabloyu kullanarak
F, cisminin o' ve o/ (0 <i < j < g — 2) gibi iki elemam igin

Oéj + Oéi _ ai(aj—i + 1) _ ai-l—z(j—i) (mod q—l)7 OéiOéj _ ai+j (mod ¢—1)
sonuclarin elde edebiliriz.

Ornek 14 o, 23 +22+1 € Fy [x] polinomunun bir kékii olsun. x®+2z+1 polinomu Fs
tizerinde bir indirgenemez polinom oldugundan, For = F3(a) olur. « elemaninin mer-
tebesi 27 —1 = 26 sayisiman bir pozitif bolenidir. Yani m(«), 2, 13 veya 26 sayilarindan
biridir. m(a) = 2 olsaydr a = 1 veya o = —1 olurdu (z* — 1 polinomunun en fazla
iki tane kokii vardir). Fakat bunlarn higbiri x3 + 2z + 1 polinomunun kékii degildir.
Dolayswyla m(a)) # 2. Ote yandan o® = a + 2 oldugundan o = o® + 23 = o + 2
ve buradan o'? = o3a® = o® + 2 elde edilir. Dolaypswyla o'3 = o® +2a = -1 # 1
olacagindan m(«) # 13 olur. Bdylece m(«) = 26, yani o, For 'nin bir ilkel elemanidur.
Fa7 'nin a’ya gore Zech Logaritma Tablosunu asagidaki gibi yapabiliriz:

~.

00 0 8 15 17 20
0 13 9 3 18 7
1 9 10 6 19 23
2 21 11 10 20 5
3 1 12 2 21 12
4 18 13 o0 22 14
5 17 14 16 23 24
6 11 15 25 24 19
7 4 16 22 25 8

Yukaridaki tablodan faydalanarak For iginde toplama ve ¢arpma islemlering ko-
laylikla yapabiliriz. Ornegin

el +a” =a(at+1) =aa® = o, al ol = o8
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3.4 Minimal Polinomlar

Lemma 17 d,n > 0 iki tamsay: olsun. Buna gére d | n ancak ve ancak x¢—1 | 2™ — 1.

Kanit. (=) : n = dk olsun. Buna gore
2" — 1= () —1= (2% — D)(a® 4 2% 2 p ... 42?4 1)

olacagindan ¢ — 1 | 2" — 1 elde edilir.
(<) : 2% —1|2" — 1 olsun. Boliim algoritmasindan n = dk +r, 0 < r < d olacak
sekilde k,r € Z vardir.

" — 1= (2% —2") 4 (2" 1) =a2"(@® 1) + (2" — 1)

ve 2¢ — 1 | 29 — 1 olacagindan z¢ — 1 | 2" — 1 elde edilir ki bu da ancak r = 0 olmas1
ile miimkiindiir. m

Onerme 18 d,n > 0 iki tamsay ve p bir asal say olsun. d | n ancak ve ancak
de g ]Fpn.

Kamt. (=) : d | n olsun. Yukandaki lemmadan p? — 1 | p" — 1 olur. Uygun
bir ¢ tamsayist igin p” — 1 = (p? — 1)t yazahm. F,. cisminin, w2 — polinomunun
biittin koklerini icerdigini gosterirsek, Teorem 14’tin kanitinda oldugu gibi, F,« C IF)n
sonucunu elde edebiliriz.

o € Fpn bir ilkel eleman olsun. m(a') = m olsun. (a!)?"~! = a?"~! = 1 oldugundan
m | p? — 1 olur. Ayrica o™ = (a!)™ = 1 oldugundan p" — 1 = m(«) | mt bulunur.
Uygun k ve | tamsayilar: icin

pl—1=mk ve mt=(p"—1)l

yazabiliriz. Buna gore mt = (p" — 1)l = (p? — 1)tl = mktl ve buradan da k =1 =1
elde edilir. Yani m(af) = p? —1 dir. Her 1 < i < p? — 2 i¢in (o)?"~! = 1 olacagimdan
{0,1,0f, 02, ..., a®" =21} kiimesi 27 — x polinomunun tiim koklerinin kiimesidir.
(<) : Fpa € Fpn olsun. Teorem 7'nin kanitinda kullandigimiz yontemin aynisin
kullanarak
Fynl = [Fyul*

olacak sekilde bir k € Z olacagim gosterebiliriz. Dolayisiyla n = dk olur. m

Yukaridaki 6nermeden dolay1 eger ¢ bir asal saymin bir kuvveti ise bu durumda her
m > 0 tamsayisi i¢in F, C F m yazabiliriz. Bu boliimde bir a € Fym icin f(a) = 0
olacak sekildeki en kiiciik dereceli f(z) € F,[z] polinomlar ile ilgilenecegiz.

Tanim « € Fym olsun. P(a) = 0 olacak sekildeki en kiigiik dereceli bir monic P(z) €
F,[z] polinomuna o elemaninin I, tizerinde bir minimal polinomu denir.

Ornek 15 22+ +1 € Fy[x] polinomunun bir kokii o olsun. = ve x+ 1 polinomlarmn
a’'man minimal polinomlar: olamayacagr agiktir. Dolaypswyla 2 + x + 1 polinomu o 'nan
bir minimal polinomudur. Ayrica > + x + 1 polinomu o + 1 € Fy elemanimn da bir
mintmal polinomudur.
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Teorem 19 (i) o € Fym elemamnin F, dzerinde P(x) gibi bir minimal polinomu
varsa, f(a) =0 olacak sekildeki her f(x) € F,|x] i¢in P(x) | f(x) dir.

(ii) Fym 'in her elemaninin F, dzerinde bir minimal polinomu varder ve tektir. Bu
polinom ayrica I tizerinde indirgenemezdir.

(iii) Eger bir M(z) € F,[z] monik indirgenemez polinomunun bir kéki o € Fym
ise bu durumda M (x) polinomu a’nin F, dzerindeki minimal polinomudur.

Kanit. (i) Boliim Algoritmasim kullanarak f(z) = P(z)Q(x) + r(z) ve r(z) = 0 veya
0 < der(r(z)) < der(P(x)) olacak sekilde Q(x) ve r(z) polinomlar1 bulabiliriz. Buna
gore

0= f(e) = P()Q(a) + r(a) = r(e)
olacagindan, minimal polinomun tanimi geregince, r(z) = 0
f(x) dir.

(ii) Lemma 12’den F»’in her elemam z¢" — x € F [z] polinomunun bir kokiidiir.
Dogal sayilarin iyi siralanma ilkesini kullanarak her eleman i¢in bu sekilde bir en kiigiik
dereceli polinom olacagini soyleyebiliriz.

Kabul edelim ki Pj(z) ve Po(z) polinomlar1 o € Fym elemanimin F, iizerinde birer
minimal polinomu olsun. (i) stkkindan dolay1 P;(x) | P2(x) ve Pa(x) | Py(z) olur. Py(x)
ve P5(x) polinomlart monik oldugundan P, (z) = P2(z) olmak zorundadur.

Simdi P(z), bir @ € F;m elemaninin F, tizerindeki minimal polinomu olsun. Eger
P(z) indirgenebilir ise o zaman P(z) = f(x)g(z) olacak gekilde dereceleri P(z)’in
derecesinden kiigiik f(z) ve g(z) polinomlar: bulunabilir. Fakat bu durumda 0 =
P(a) = f(a)g(a) olacagmmdan f(a) = 0 veya g(a) = 0 olur. Bu durum P(z)’in
minimal polinom olmast ile geliseceginden P(x) indirgenemezdir.

(iii) o’mn F, tizerindeki minimal polinomu P(x) ise (i) sikkindan dolay1 P(x)|M (x)
olur. Fakat M (z) indirgenemez ve monik oldugundan P(x) = M (x) olmak zorundadir.
u

elde edilir. Yani P(z) |

Ornek 16 f(x) € F [x] derecesi m olan bir monik indirgenemez polinom olsun. Eger
a, f(x)’in bir koki ise o € Fym elemaninan F, tzerindeki minimal polinomu f(x)’in ta
kendisidir.

Bir o € Fym ilkel elemaninin minimal polinomunu biliyorsak bu taktirde herhangi
bir 7 icin o elemaninin da minimal polinomunu bulabiliriz. Bunu nasil yapabilecegimizi
gostermeden once agagidaki tanimi verelim.

Tanim n ile q aralarinda asal olsun.
Ci={(i-¢ (mod n)):j=0,1,...}

ile tanmimlanan kimeye q’nun n modiline gére i’yi iceren dairesel koseti (cyclo-
tomic coset) adv verilir. Eger C;,, . ..C;, kiimeleri birbirinden farkh ve U;:l Ci, = Zy,
ise {iy, ..., i} kiimesine q’nun n modiline gore dairesel kosetlerinin bir tam temsilci
kiimest denir.
Not (i) 11,12 € Z,, i¢in ya C;, = C;, ya da C;; N C;, = @ olacagindan, dairesel
kosetleri, Z,, kiimesinin bir parcalanmasini tegkil ederler.
(i) Eger bir m > 1 sayisi igin n = ¢"™ — 1 ise, ¢™ = 1 (mod ¢ — 1) oldugundan,
her dairesel koseti en fazla m tane eleman igerir. Eger (i,¢™ — 1) = 1 ise |C;| = m olur.
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Ornek 17 (i) 2’nin 15 modiiliine gore dairesel kosetlerini asagidaki gibi elde edebiliriz:
Co = {0} Cy=1{1,2,4,8} C3 ={3,6,9,12}
Cs = {5,10} Cry ={7,11,13,14}

(ii) 37%in 26 modiliine géore dairesel kosetleri asagidaki gibi listelenebilir:

Co = {0} ¢y = {17 3, 9} Cy = {27 6, 18}
Co= {4,12,10} Cs= {51519} Cr= {7,21,11}
Cg — {8, 24, 20} 013 — {13} 014 — {14, ].6, 22}

Cyr = {17,25,23}

Teorem 20 o € F,m bir ilkel eleman ve C;, ¢’'nun ¢ — 1 modiline gore i’yi iceren
dairesel koseti olsun. Buna gire o' elemaninin F,, tizerindeki minimal polinomu

MO(z) = T] (z — o)

JEC;
polinomudur.

Kanit. Kanit1 ii¢ adimda verecegiz.

I. Adim : i € C; oldugundan = — o, M@ (z)’in bir carpamdir. Yani o, M@ (z)
polinomunun bir kokiidiir.

II. Adim : |Cy] = rise der(M®(x)) = 7 olur. M®(2) = a,2" + - - -+ a,x + ag olsun.
Buna gore

ala" +--+alz+af = J[(x—a¥) =[] (z—-a)
jeC; j€Cq;
= [ (z—of) =MD ().
JEC;

olur. Dolaysiyla her k =0, 1,...,r icin af. = ay, yani a), € F,. Boylece M (z) € F,[z]
elde edilir.

III. Adim : « bir ilkel eleman oldugundan her j # & icin o/ # o* olur. Dolayisiyla
M9 (z) polinomunun kath kokii yoktur. Simdi bir f(x) € F,[z] i¢in f(a’) = 0 olsun.
f(@) = fax" + -+ fiz+ fo (fr € F,) olsun. Bir j € C; alahm. j = i¢' (mod ¢™ — 1)
olacak seklide bir [ tamsayisi vardir. Buna goére

f(aj) = f(aiql) :anémql +"'+f106iql + fo
= folamid p.q gl gl
= (fa0" 4+ -+ fra’ + fo)?

1

= fla) =0

bulunur. Dolayisiyla M@ (z) | f(z) olur.
Yukaridaki ti¢ adim sonunda M®(z) polinomunun, a’nin F, iizerindeki minimal
polinomu oldugu sonucuna varabiliriz. m

Not (i) o' elemaninin minimal polinomunun derecesi 7’yi igeren dairesel kose-
tinin eleman sayisina esittir.

(i) o’ ve af elemanlar1 aym minimal polinoma sahiptir ancak ve ancak i ve k aym
¢emberesboliim egkiimesi i¢indedir.
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Ornek 18 a, 22+ 2+ 2 € Fs[z] polinomunun bir kikii olsun. Buna gére a ve o

elemanlarinin minimal polinomlar, x® + x + 2 polinomudur. o2 elemaninin minimal
polinomu ise 2> + 1 olarak bulunur. 3’in mod 8’e gire dairesel kosetleri Cy = {1,3} =
Cs, Cy = {2,6} = Cs, Cy = {4} ve C5 = {5,7} = C; olarak bulunur. Buna gore o>

elemanimn F3 tzerindeki minimal polinomu
MP(z)=(z—-a®)(z—a®) =22 - (a*+ oz +1
olur. Burada

o +a® = 2a+1)+2a+1)3
= 2a+1+22°+1
= 2a+2+20(2a+1)
= 204+2+*+2a=0*+a+2=0

olacagindan
M® () =2 +1

elde edilir.
Benzer sekilde o® elemansnin minimal polinomunun x?+-2x+2 oldugunu gérebiliriz.

Teorem 21 n > 0 bir tamsayr ve (n,q) = 1 olsun. Kabul edelim ki bir m > 0
tamsays iginn | ¢™ —1 olsun. « € Fym bir ilkel eleman, o’ 'nin F, izerindeki minimal
polinomu MY (z) ve {s1,...,s:} ¢'nun n modiiliine gore dairesel kosetlerinin bir tam
temsilci kiimesi olsun. Buna gore ™ — 1 polinomu asagqidaki gibi F, tizerindekt monik
indirgenemez polinomlarin ¢arpima geklinde yazilabilir:

2" —1= ﬁ MU =Dsi/m) (),
=1

7

Kanit. r = (¢™ — 1)/n olsun. m(a") = n olacagini Onerme 16 (ii)’nin kamtindakine
benzer bir yolla gosterebiliriz. Buna gore 1,a”, %, ..., a(» " elemanlar 2" — 1 poli-
nomunun F,» i¢indeki tiim kokleridir. Dolayisiyla, Teorem 19 (i) ve Teorem 20’den,
her 0 <i <n —1igin M) (x) | 2™ — 1 olur. Kolayca goriilebilir ki

2" —1=[MO), MO (z), M) (z),..., M@= (z)].

Kanit1 tamamlamak icin M@ (z), M) (2), M©@)(x), ..., M=) (2) polinomlar: arasin-
dan birbirinden farkli olanlar: belirlemek yeterlidir. Dikkat edilirse M) (x) = MU (z)
ancak ve ancak ir ve jr, ¢'nun ¢ —1 = nr modiiliine gore ayn1 dairesel koseti i¢cindedir.
Bu ise ¢ ve j'nin ¢'nun n modiiliine gore ayni dairesel koseti i¢inde olmasi ile denk-
tir. Dolayisiyla M© (x), M) (x), M) (z), ..., M(=D)(z) polinomlar arasidan bir-
birinden farkl olanlar M 17)(z), M27)(x), ..., M) (x) polinomlaridir. Indirgenemez
polinomlarin en kiigiik ortak kati1 bu polinomlarin ¢arpimi olacagindan, kanit tamam-
lanir. m

Sonug 22 n > 0 bir tamsay: ve (n,q) = 1 olsun. ™ — 1 € F,[z] polinomunun F,

tizerindeki monik indirgenemez polinomlarinin sayist q 'nun n modiliine gore dairesel
kosetlerinin sayisina esittir.
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Ornek 19 (i) 2% — 1 € F[x] polinomunu ele alalm. {0,1,2,4,7} kiimesinin 3 ’in
13 modiiliine gore dairesel kosetlerinin bir tam temsilci kiimes: oldugunu gérmek zor
degildir. 13 | 3% — 1 oldugundan Fy; cismini diigiinecegiz. «, x> + 2z + 1 € Fslx]
polinomunun bir kokii olsun. Daha once gordigimiz gibi o, For cisminin bir ilkel
elemanadur (Ornek 14). Ayrica Ornek 17 (ii) ’den 3iin 26 modiiliine gére 2 ’nin katlarma
igeren biitin dairesel kosetlerini biliyoruz. Buna gore

r—a®)(z—a'®) =2 +a*+ o +2

2 10)—a:3+:c2+2
H=a+222+22+2
14() (x — o) (z — o) (x — o) = 2% + 22 + 2.

—
CY

Teorem 21’den, x'3 —1 polinomunu Fy iizerindeki monik indirgenemez polinomlarn
carpima seklinde asagqdaki gibi yazabiliriz:

B -1 = MO@)M® (@) MW () M® (2) MO (1)
= (z+2)(2° +2* + 2+ 2)(2® + 2% + 2)(2® + 22° + 22 + 2)(2° + 22 + 2)

(ii) z*' — 1 € Fylx] polinomunu digiinelim. {0,1,2,4,7} kiimesinin 2 'nin 21 mod-
tiliine gore dairesel kosetlerinin bir tam temsilci kiimesi oldugunu kolayca gérebiliriz.
21 | 25 — 1 oldugundan Fey cismini diigiinecegiz. o, 2%+ x + 1 € Fy[x] polinomunun bir
kokii olsun. Buna gére o, Fgq cisminin bir ilkel elemany olur. 2 'nin 63 modiiliine gore
37in katlarine iceren dairesel kosetlerini asagidaki gibi yazabiliriz:

— {0}, Oy = {3,6,12, 24,48, 33},
Cy = {9, 18,36}, Chs = {15, 30,60, 57,51, 39},
Oy = {21, 42}, Cyr = {27, 54, 45).

Dolaysiyla

ONz) = z+1

Vr) = aS+at+22+a+1

Oz) = 22+22+1

Nz) = 25+ +at+224+1
M(r) = 224+z+1
Nz) = 2°+x+1

elde edilir. Buna gore

2 —1 = MO@)M® ()M ()M (2) M () M) (z)
= @+ D)@ +2* + 22+ + D@+ 22+ D)8 +2° 2t 27+ 1)
x(z®+z+ 1) (2 + 2 +1)

elde edilir.
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4 Dogrusal Kodlar

[, sonlu cismi tizerindeki n uzunluklu bir dogrusal kod [} uzaymm bir alt uza-
yindan baska birsey degildir. Dogrusal kodlar birer vektor uzay: oldugundan, tizer-
lerindeki cebirsel yap1 sayesinde tamimlanmalar1 ve kullanilmalari dogrusal olmayan
kodlara nazaran daha kolay olmaktadir. Dogrusal kodlardan bahsetmeye baglamadan
once vektor uzay1 kavramini biraz hatirlayalim.

4.1 Sonlu Cisimler Uzerindeki Vektér Uzaylar:

Bu boliimde sonlu cisimler itizerindeki vektor uzaylar ile ilgili baz1 temel tanim
ve sonuglara (kamtlarini vermeksizin) deginecegiz. Bir vektor uzayi, kabaca, toplan-
abilir ve olgeklenebilir bir nesneler toplulugudur. Dogrusal cebir derslerinde vektor
uzaylarini, iizerinde skalerle carpma adi verilen ve belli 6zellikleri saglayan bir ¢arpma
igslemi bulunan toplamsal Abelyan gruplar olarak tanimlariz.

Tanim (V,+) bir toplamsal Abelyan grup olsun. F, cisminin elemanlar: ile V 'nin
elemanlary arasinda skalerle ¢arpma adv verilen ve asaqudaki 6zellikleri saglayan bir
carpma islemi varsa, V 'ye, F, tizerinde bir vektér uzayr veya kisaca bir F,—uzay:
denir:

Her uw,v € V ve A\, u € Fy i¢in

(i) weV

(13) Mu+v) = Au+ Av ve (A + p)v = v+ po
(2d) (Ap)v = A(pw)
(

i) lp,v =

[y ile girigleri F, cisminden olan n uzunluklu vektorlerin kiimesini gosterecegiz.
Yani

.= {(v1,...,v) 1 v; € Fy}
[, kiimesi tizerindeki toplama iglemini bilesensel olarak ve F, tizerindeki toplamadan
faydalanarak tamimlayalim: v = (vq,...,v,) ve w = (wy, ..., w,) i¢in

v+ w = (v Fw,.. v, +wy) € F

Ayrica [y {izerinde skalerle ¢arpma iglemini, yine bilesensel olarak, her A € F, ve
v = (v1,...,0,) icin

W = (Aor,. .., e,) €FD

seklinde tanimlarsak Fy kiimesi F, tizerinde bir vektor uzay olur.

Herhangi bir vektor uzayinin toplamsal birim elemanini 0 ile gosteririz. Buna gore
Fy icinde 0 = (0,...,0) € F olur. Sadece 0 elemanindan olusan kiime de bir vektor
uzayidir. Bu uzaya sifir uzay1 adi verilir.

Ornek 1 Asajidaki kiimeler F, dzerinde birer vektor uzayidor:
(i) Cr={(\,....N): AeF,}.

(ii) Cy ={(0,0,0,0),(1,0,1,0),(0,1,0,1),(1,1,1,1)} (g =2).
(iii) C3 ={(0,0,0),(0,1,2),(0,2,1)} (g =3).
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Not. Herhangi bir karmasaya neden olmadig siirece (vy,...,v,) vektoriinii v; ... v,
seklinde gostermek bazi durumlarda daha kullanigh olabilmektedir. Yerine gore bu iki
gosterimi de tercih edecegiz.

Tanim V' bir vektor uzay: ve C', V 'nin bos olmayan bir altkiimesi olsun. Eger C, V
tizerindeki toplama ve skalerle ¢carpma islemi ile bir vektor uzayr oluyor ise C'ye V 'nin
bir alt uzays denir.

Ornek 2 Bir inceki érnekte verilen gosterimleri kullanarak asagudakileri soyleyebiliriz:
(i) O her vektor uzaymn alt uzaydir. Cy ise Fyy "nin bir alt uzayidor.

(ii) Cy, F3 “iin bir alt uzaydar.

(iii) Cs, F3 “in bir alt uzaydar.

Onerme 1 V bir vektor uzay: ve C, V ’'nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. C, V ’nin
bir alt uzayrdir ancak ve ancak her A, € F, ve x, y € C igin Ax+py € C dir.

Dikkat edilirse, yukaridaki énermeden, Fy cisminin sifirdan farkl tek elemani 1
oldugundan, [Fy iizerindeki bir vektor uzayinin biitiin alt uzaylari, toplamsal kapali alt
kiimelerinden ibaret olur. Yani C’nin Fy iizerindeki bir V' vektor uzayiin alt uzay:
olabilmesi icin gerek ve yeter kosul her x, y € C' igin x+y € C olmasidir.

Tamim V' bir Fy—uzay ve vi,va, ... v, € V olsun.

(i) A, Ao, N € F, olmak dizere V'nin A\jvy + Aova + - -+ + A\v,. seklindeki bir
elemanina vi,Vs, ... Vv, elemanlarimin bir dogrusal kombinasyonu denir.

(ii) Hepsi birden sifur olmayan her A\i, Aa, ..., N, € Fy igin \jvy + Aovo + -+ +
AV 7 0 dse {vy,va, ... v, } kiimesine dogrusal bagimsiz denir. {vivs, ... v, } kiimesi
dogrusal bagimsiz degilse, yani hepsi birden sifir olmayan her A1, Xg, ..., N\, € F, igin
AV + Aavg + -+ A, = 0 ise, {vq,vo, ... v, } kiimesine dogrusal bagimly denir.

Yukaridaki tanima gore her Aj, Ag, ..., A\, € [F, icin
>\1V1+/\2V2—|—"'+)\TV7_:O = AM=X=--=\.=0
oluyorsa {vi,vs, ... v, } kiimesi dogrusal bagimsiz olur.

Ornek 3 (i) 0% iceren her kiime dogrusal bagumldar.
(ii) Herhangi bir F, i¢in, {(0,0,0,1),(0,0,1,0),(0,1,0,0)} kiimesi dogrusal bagimsuz
ve {(0,0,0,1),(1,0,0,0),(1,0,0,1)} kiimesi ise dogrusal bagimlidur.

Onerme 2 V bir F,-uzayr ve S = {vi,vy, ... v}, V'nin bos olmayan bir alt kiimesi
olsun.
< S >= {)\1V1+)\2V2+"‘+>\kvk:AiEFq}

seklinde taniymlanan kiime V 'nin bir alt uzaypdir. Gergekte < S >, V'’nin S kiimesini
iceren en kiictik alt uzaydar.

Tanim (i) Yukamdaki onermede gorilen < S > alt uzayina V'nin S tarafindan
tiretilen (veya gerilen) alt uzayr denir. Eger S =0 ise < S >= 0 olarak tanimlanar.

(ii) V' 'nin bir C alt uzay i¢in C =< S > olacak seklide V 'nin bir S alt kiimesi varsa,
yani C' bir S kiimesi tarafindan retilirse, S kiimesine C’nin bir tirete¢ kiimesi denir.
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Not. Eger S, V'nin bir alt uzay1 ise bu durumda < S >= S olur.

Ornek 4 (i) ¢ = 2 olsun. S = {0001,0010,0100} ise < S >= {0000, 0001, 0010, 0100,
0011,0101,0110,0111} olur.

(ii) ¢ = 2 ve S = {0001, 1000, 1001} ise < S >= {0000, 0001, 1000, 1001} olur.

(iii) ¢ = 3 ve S = {0001,1000, 1001} ise < S >= {0000, 0001, 0002, 1000, 2000, 1001,
1002, 2001, 2002} olur.

Tamim V' bir Fy-uzayr olsun. V =< B > olacak sekilde V 'nin dogrusal bagimsiz bir
B alt kiimest varsa bu B kiimesine V 'nin bir baza denair.

Not. (i) V bir vektor uzayi ve S = {vy,va,...,vx}, V'nin bir baz1 ise V'nin her elemant,
B’nin elemanlarimim bir (tek) dogrusal kombinasyonu seklinde yazilabilir. Yani ve V/
ise v.= Avy + Aava + - - - 4+ Ay olacak sekilde (tek tiirlii belirli) Ay, Ag, ..., A\ € F,
elemanlar1 bulunabilir.

(ii) Her vektor uzaymin en az bir bazi vardir. Ayrica bir vektor uzaymin gok sayida
farkli bazi bulunabilir. Ancak bir vektor uzayimin tiim bazlari ayn sayida eleman icerir.
Bu sabit sayiya o vektor uzayinin boyutu diyecegiz ve k—boyutlu bir vektor uzayi igin
boyg, (V) = k seklinde yazacagz.

Teorem 3 V' bir F,—uzay: ve boyy (V) = k olsun. Buna gdre
(i) V, ¢" tane eleman icerir.
1 .
(ii) V 'nin 7 1120 (¢ — ¢') tane farkh baz vardar.
Ornek 5 ¢ =2, S = {0001,0010,0100} ve V =< S > olsun. Buna gore

V = {0000, 0001, 0010, 0100, 0011, 0101, 0110, 0111}

olur. Dikkat edilirse S kiimesi dogrusal bagimsizdir. Buna gore boy(V) = 3 tir.
Dolaypswyla |V]| = 23 = 8 olur. Yukardaki teoremden, V 'nin tiim farkl bazlarmn
5ay151

1 k—1 . 1

—JI(2F -2 = (2% — 1)(2® — 2)(2® — 2%) = 28

k! i=o 3!
olur.
Tanim v = (vy,...,v,), W = (w1, ...,w,) € Fy olsun.

(i) v ile w arasinda
VW =01w1 + -+ VW,

seklinde tanymly isleme v ile w vektorlerinin nokta ¢arpima (veya Oklid i¢ carpima )
ady verilir.

(ii) Eger v-w =0 ise v ve w vektorleri i¢in diktir denir.
(iii) S, F) 'nin bos olmayan bir alt kiimesi ise
SJ':{VGFZ:h(BTSGS iginv-s =0}
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geklinde tanimlanan kiimeye S kiimesinin dikgen tiimleri (orthogonal complement)
denir.

Not. (i) Kolayca goriilebilir ki bog olmayan her S C Fy alt kiimesi i¢in S+ kiimesi
F2'nin bir alt uzayrdir ve < § >+= S+
(ii) Nokta garpimu, [y tizerinde bir i¢ garpimdir. [y tizerinde bir i¢ garpim, asagidaki
ozellikleri saglayan bir < ,>: Fy x Fy — Fj fonksiyonudur:
her u, v, w € F} i¢in
(A)<u+v,w>=<u,w>+<vVv,w >
b)<u,v+w>=<u,v>+<u,w>
(c) her u € F igin <u , v >=0 <= v=0
(d) herv € F} igin <u ,v >=0 <= u=0
Kodlama kurami iginde cesitli i¢ carpimlar kullanilmaktadir. Bu ders boyunca bizim

i¢ carpim ile kastedecegimiz, aksi belirtilmedikce, yukarida tanimlanan nokta carpimi
olacaktur.

Ornek 6 (i) g=2 ven =4 olsun. u = (1,1,1,1), v = (1,1,1,0) ve w = (1,0,0, 1)
1se uv =1, uw =0 ve vvw =1 bulunur. Buna gore u ile w diktir.

(ii) ¢ =2 ve S = {0100,0101} olsun. Buna gére S+ = {0000,0010, 1000, 1010} olur.
Teorem 4 S C FZ olsun. Buna gore
boy(< S >) + boy(S*) =n
olur.
Ornek 7 ¢ =2, n =4 ve S = {0100,0101} olsun. Buna gére
< S >={0000,0100,0001,0101}.

S dogrusal bagimsizdwr. Dolayisiyla boy(< S >) = 2 dir. Bir onceki ornekte

S+ = {0000,0010, 1000, 1010}

oldugunu gérmiistiik. {0010,1000} kiimesi S+ i¢in bir baz olduguna gére boy(S*t) = 2
olur. Dolaiswyla
boy(< S >) +boy(St) =2+2=4

oldugunu dogrulamis oluruz.

4.2 Dogrusal Kodlar

Tanmim F, dzerinde, uzunlugu n olan bir dogrusal kod ¥ 'nin bir alt uzayidur.

Ornek 8 Asajidakiler birer dogrusal koddur:
i) C={(\,....A) : XeF,}. Cye ézel olarak tekrar kodu adv verilir.

(i) ¢ = {000,001,010,011} (g =2).
(iii) C = {0000, 1100, 2200, 0001, 0002, 1101, 1102, 2201, 2202} (g = 3).
(iv) C = {000,001,010, 011,100, 101,110,111} (g = 2).
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Tamim C, F, dzerinde uzunlugu n olan bir dogrusal kod olsun.
(i) F2'nin C* alt uzayina C' kodunun duali denir.

i ogrusal kodunun boyutu, C 'nin I, tzerindeki vektor uzayr olarak boyutu, yani
ii) C' dogrusal kod boyutu, C'nin IF, tzerindeki vekto larak boyut '
boyy, (C) seklinde tanumlanar.

Teorem 5 C, F, dzerinde uzunlugu n olan bir dogrusal kod olsun.
(i) |C] = YO yani boy(C) = log, |C.
(ii) C* bir dogrusal koddur ve boy(C') + boy(C*) = n.
(i) (CH*t=C.

Kanit. (i) ve (ii) kisumlar1 daha 6nce vektor uzaylar: icin sdylenen bazi sonuglarin
tekrarlanmasidir.

(iii) : (i) kismindaki esitligi hem C' hem de C* icin ayr1 ayr uygulayarak elde ede-
cegimiz iki esitligi karsilagtirirsak boy(C) = boy((C+)4) esitligini elde ederiz. Dolayisiyla
C C (C1)* oldugunu gostermek yeterlidir. ¢ € C olsun. C* kiimesinin tanimindan her
x € C* igin ¢ - x = 0 oldugunu soyleyebiliriz. Buna gore ¢ € (C+)* olur. Dolayisiyla
istenilen elde edilir. m

Ornek 9 (i) ¢ = 2 olsun. C = {0000,1010,0101,1111} kodunu ele alalvm. Buna
gore boy(C) = log, |C| = logy 4 = 2 olur. Ayrica C*+ = {0000,1010,0101,1111} = C
oldugunu gormek zor degildur.

(ii) ¢ = 3 olsun. C' = {000,001, 002, 010,020,011, 012,021,022} kodunu ele alalvm.
Buna gire boy(C) = logs |C| = log3 9 = 2 olur. Ayrica C*+ = {000, 100,200} oldugu
goriilebilir. Dolaysiyla boy(C+) = 1 dir.

Not. [, tizerinde n—uzunluklu ve boyutu k olan bir C' dogrusal kodu i¢in genellikle
g-1u [n, k]-kodu (veya ¢ belli ise sadece [n, k]-kodu) ifadesi kullamilir. Eger, ek olarak,
C’nin uzakhg d ise C’ye kimi zaman [n, k, d|-dogrusal kodu denir.

Tanim C' bir dogrusal kod olsun.
(i) C C C* ise Cye bir kendi—dikgen (self-orthogonal) kod,
(i) C = C* ise C’ye bir kendi—dual (self-dual) kod

denir.
Ornek 10 Ornek 9 (i)’deki kod bir kendi-dual koddur.

Onerme 6 n-uzunluklu bir kendi-dikgen kodun boyutu n /2 saypsindan kiigiik veya egit-
tir. n—uzunluklu bir kendi-dual kodun boyutu n/2 saysina esittir.

4.3 Hamming Agirhg

Tamim x, F} i¢inde bir sozciik olsun. wt(x) ile gosterilen ve x’in (Hamming) ager-
lvgr adv verilen say, x’in sifirdan farkl koordinatlarinan sayist olarak tamamlansr. Yani
d Hamming uzakligr olmak tizere

wt(x) = d(x, 0).
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Bir € IF; elemanimi 1-uzunluklu bir sézciik olarak gortirsek, x’in agirhgim

wh(z) = d(x,0) :{ (1): t7y

seklinde tamimlayabiliriz. Buna gore x = (z1,29,...,2,) € Fy i¢in x’in agirhg1 aym
zamanda

wt(x) = wt(xq) + wt(z2) + - - - + wt(x,,)
esitligi ile de verilebilir.

Lemma 7 x ,y € F ise d(x ,y) = wt(x —y).

Kamit. z.y € F icind(z,y) =0 <= 2=y <= 2—-y=0 <= wt(r—y) =0
olacagindan kanit aciktir. m
q cift oldugunda her a € F, i¢cin a = —a oldugundan asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 8 ¢ ¢ift olsun. x ,y € Fy ise d(x ,y) = wt(x +y).
Fy de iki x = (21, 29,...,2,) € F) vey = (y1,¥2,. .., yn) elemam icin
x %y = (T1y1, T2y, - - -, TplYn)
olsun.
Lemma 9 x ,y € F} ise wt(x + y) = wt(x) + wt(y) — 2wt(x * y).

Kamit. Kaniti x ,y € Fy icin vermek yeterlidir. Bunun icin ise agagidaki tabloyu
verebiliriz.

x y xx*xy wtx)+wt(y) —2wt(x xy) wt(x +y)
0 0 0 0 0
0 1 0 1 1
1 0 0 1 1
1 1 1 0 0

Yukaridaki lemmadan dolay1 x ,y € F} icin wt(x + y) < wt(x) + wt(y) oldugunu
soyleyebiliriz. Aslinda bu esitsizlik herhangi bir F, i¢in de dogrudur.

Lemma 10 Herhangi bir q ve x ,y € Fy igin wt(x) + wt(y) > wt(x + y) > wt(x) —
wt(y).

Kamt. Lemma 7 ve uzaklik i¢in daha ¢nce verdigimiz iiggen esitsizligini birlikte kul-
lanirsak

wi(x + y) =d(x,—y) <d(x,0)+d(0,-y) = wt(x) + wt(—y) = wt(x) + wt(y)
elde edilir. Ayrica
wi(x + y) +wt(y) =d(x +y,0)+d(0,y) >d(x +y,y) =wt(x +y — y)=wi(x)
elde edilir. Dolaysiyla wt(x + y) > wt(x) — wt(y) olur. m

Tanim C' herhangi bir kod olsun. wt(C') ile gosterilen ve C’nin minimum agirhgs
adv verilen sayr, C'nin sifirdan farkh elemanlarimn agurbklarnin en kiicigi olarak
tanymlanar.
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Teorem 11 C, F, dzerinde bir dogrusal kod olsun. d(C) = wt(C).

Kanit. Tanimdan dolay1 d(x" ,y’) = d(C) olacak sekilde x" ,y’ € C' vardir. Buna gore
x' — y' € C olacagindan,

d(C)=d(x" ,y)=wt(x' — y') > wt(C)
elde edilir.
Tersine, wt(C') = wt(z) olacak sekilde bir z € C' — {0} vardir. Buna gore
wt(C) = wt(z) = d(z ,0) > d(C)
olur. Dolayisiyla istenen elde edilir. =

Ornek 11 C = {0000, 1000, 0100, 1100} seklinde tanimlanan ikili dogrusal kodunu ele
alalim. Buna gére

wt(1000) = 1,
wt(0100) = 1,
wt(1100) = 2

oldugunu gorebiliriz. Boylece d(C) =1 olur.

4.4 Dogrusal Kodlarin Bazlari

Dogrusal kodlar vektor uzayr olduguna gore tiim elemanlar:1 baz elemanlari cinsinden
yazilabilir. Bu boliimde gerek dogrusal kodlarin gerek se duallerinin bazlarini bul-
maya yarayan bazi algoritmalar verecegiz. Daha 6nce dogrusal cebirden bilinen bazi
kavramlar: hatirlayalim.

Tanim A, [, dzerinde bir matris olsun. Asagida tanimlanan islemlerden her birine
birer temel satwr iglema denir:
(a) ki saturin yerini degistirmek,

Ri<—Rs
—

(b) bir satur safirdan farkl bir skaler ile ¢arpmak,

R1—ARy A ' )\
aipr rc Gim - aip - Qim

c) bir satirin yerine kendisi ile baska bir satirin skaler carpymanan toplaman
bi t yerine kendisi ile baska bi t kal topl
yazmak.

aip cr Gim Qi1 T QAim
AR1+R2—Ro
—

aji o jm Aag +aji o Aim + Qjm
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Tanmim FEger ikt matristen biri, digeri tizerine bir dizi temel satir iglemi uygulanarak
elde edilebiliyor ise bu iki matrise satir denk matrisler denir.

Asgagidakiler dogrusal cebir derslerinden iyi bilinmektedir.
(i) F, iizerindeki her matris satir egelon formda veya satir indirgenmis eselon
formda bir matris ile satir denktir.
(i) Her matrisin satir indirgenmis eselon formu tektir; fakat satir egelon formu
gesitli olabilir.
Artik algoritmalarimizi vermeye baglayabiliriz.

Algoritma 1

Bu algoritma F}' uzaymin bosgtan farkh bir S alt kiimesi verildiginde C' =< § >
alt uzaymin bir bazini nasil bulabilecegimizi gostermektedir. Bunun icin agagidaki
adimlar izleriz:

e satirlar1 S kiimesinin elemanlarindan olugan A matrisini olugtur.

e A iizerinde temel satir igslemleri yaparak A’ya denk satir eselon formda bir matris

bul.

e Bu satir egelon formun sifirdan farkl satirlar1 C’nin bir bazidir.

Ornek 12 ¢ = 3 olsun. S = {12101,20110,01122,11010} olmak dizere C =< S > alt
uzayrman bir bazina bulalim.

12101 12101 12101
A — 20110 R 02211 R 01122
01122 01122 00001
11010 02212 00000

olacagindan, yukaridaki algoritmadan dolay:, {12101,01122,00001} kimesi C 'nin bir
bazv olur.

Algoritma 2

Bu algoritma da, yukaridaki algoritma gibi, Fj uzaymm bogtan farkh bir S alt
kiimesi verildiginde C' =< S > alt uzaymin bir bazini nasil bulabilecegimizi goster-
mektedir. Bunun i¢in agagidaki adimlar: izleriz:

e siitunlar1 S kiimesinin elemanlarindan olusan A matrisini olugtur.

e A iizerinde temel satir iglemleri yaparak A’ya denk, satir eselon formda bir matris
bul.

e sifirdan farkl satirlarin, soldan saga dogru sifirdan farkl ilk elemanlarinin bu-
lundugu siitunlar1 (kisaca 6éncii siitunlarini) belirle.

e A matrisinin bu siitunlara kargilik gelen siitunlari, C'nin bir bazini verir.
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Ornek 13 ¢ =2 olsun. S = {11101,10110,01011, 11010} olmak tizere C' =< S > alt
uzayrman bir baziny bulalvm.

1101 1101 1101
1011 0110 0110
A= 1100 | — | 0001 | — | 0001
0111 0111 0000
1010 0111 0000

olacagindan, yukardaki algoritmadan dolay:, {11101,10110,11010} kimesi C 'nin bir
bazidar.

Not. Dikkat edilirse ikinci algoritmada elde edilen baz, S kiimesinin her zaman bir alt
kiimesidir. Bu durum birinci algoritma i¢in her zaman miimkiin degildir.

Algoritma 3

Bu algoritma Fy uzayimin bogtan farkh bir S alt kiimesi verildiginde, ¢' =< S >
olmak tizere, C* alt uzaymin bir bazim nasil bulabilecegimizi gostermektedir. Bunun

icin agagidaki adimlar izleriz:

e satirlar1 S kiimesinin elemanlarindan olugan A matrisini olugtur.

e A iizerinde temel satir iglemleri yaparak A’nin satir indirgenmis eselon formunu
bul.

e bu eselon formun sifirdan farkl tiim satirlarini yeni bir G (k x n) matrisi olarak

yaz.

e ('nin siitunlarinin yerlerini

G = (1| X)

tipindeki matrisi elde edecek gekilde degistir. (Burada I, k—boyutlu birim matrisi
gostermektedir. )

o H' = (—XT"|I,_ ;) matrisini olugtur. (Burada X7, X matrisinin transpozunu

gostermektedir. )

e daha 6nce G'nin siitunlarim karigtirirken yaptigimiz iglemleri geri alarak, H' mat-
risinin stitunlarinin yerlerini degistir ve yeni A matrisini yaz.

e H matrisinin satirlar1 C* alt uzaymin bir bazidir.

Ornek 14 ¢ = 3 olsun. A matrisinin satur indirgenmis eselon formu

123456789 10
102002010 2
0001O01O0O0O01
G = 000O01O0O02¢0O0
000O0O0OO0OT1O0O01
000O0O0O0OO0OO0OT1 2



ise C+ uzaywmn bir bazne bulalvm. G nin énci situnlar: 1,4,5,7 ve 9 nolu siitunlardar.
G 'nin stitularne yeni sirast 1,4,5,7,9,2,3,6, 8,10 olacak sekilde tasirsak

14579236 8 10
100000221 2
0100000710 1

G = (I|X)=|l 0010000020
000100000 1
000010000 2

elde ederiz. Yukaridaki algoritmada tarif edildigi gibi H' ve H matrislerini

14579236 810
000O0O0OT1TO0O0O0O®O0
10000O01O0O00O0
H = 1200000100
2010000010
1202100001
123456789 10
01 00O0O0O0O0O0O0
1010000O0O0O0
H = 1002010000
20001001O0GO0
1002002011

seklinde buluruz. Buna gére algoritmadan, H matrisinin satirlars C+ uzaywmn bir baz
olur.

4.5 Uretec ve Eslik—Denetim Matrisleri

Tanmim C bir kod olsun.

(i) Satwrlar C’nin bir baze olan bir matrise C' kodunun bir iirete¢ matrist denir.

(i) C* dual uzaywman bir direte¢c matrisine C' kodunun bir eslik—denetim matrisi
denar.

Not. (i) C bir [n, k]-dogrusal kodu ise C’nin her iirete¢ matrisi £ x n boyutlu, her
eslik—denetim matrisi ise (n — k) x n boyutludur.

(ii) Bir onceki bsliimde verilen (3) nolu altgoritma ile bir C' dogrusal kodunun hem
iirete¢ hem de eglik—denetim matrisini bulabiliriz.

(iii) Bir vektor uzaymin cesitli bazlar1 olabildigi i¢in bir dogrusal kodun iireteg
matrisleri de ¢ok cesitli olabilir. Hatta dogrusal kodun bazinmi sabit tutsak bile bir
iirete¢ matrisinin satirlarinin yerlerini degistirerek yeni iirete¢ matrisleri elde etmis
oluruz.

(iv) k xn boyutlu bir G matrisinin bir C' kodunun iirete¢ matirisi oldugunu goster-
mek i¢in G'nin satirlarinin C’nin kod sozciikleri oldugunu ve bu satirlarin dogrusal

bagimsiz oldugunu gormek yeterlidir. Alternatif olarak C’nin, G'nin satir uzay1 iginde
oldugu da gosterilebilir.
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Tanim (i) Bir drete¢ matrisi (1| X) yaprsinda ise bu matris i¢in “standart yaprdadir”
denir.

(ii) Bir eslik—denetim matrisi (Y|I,_y) yapisinda ise bu matris i¢in de “standart
yaprdadir” denir.

Lemma 12 C, F, dzerinde bir [n,k]-dogrusal kodu ve G, C’nin bir irete¢ matrisi
olsun. Buna gire v € Fy elemam C*t igindedir ancak ve ancak v G ’nin her satirina
diktir. Yani v € C+ <= vGT = 0. Ozel olarak, (n — k) x n boyutlu bir H matrisi
verildiginde, H, C’nin bir esilik—denetim matrisidir ancak ve ancak H 'nin satirlar
dogrusal bajimsiz ve HGT =0 dar.

Not. Yukaridaki lemmay1 ona denk olan bagka bir ifadeyle agagidaki seklide de vermek
miimkiindiir:

C, F, tzerinde bir [n, k|-dogrusal kodu ve H, C 'nin bir eglik—denetim matrisi olsun.
Buna gore v € Fy elemani C igindedir ancak ve ancak v H’nin her satirina diktir.
Yani v € C <= vHT = 0. Ozel olarak, k x n boyutlu bir G matrisi verildiginde,

G, C'nin bir treteg¢ matrisidir ancak ve ancak G’nin satirlary dogrusal bagimsiz ve
GHT =0 dor.

Teorem 13 C bir dogrusal kod ve H, C’nin bir eslik—denetim matrisi olsun. Buna
gore
(i) d(C) > d ancak ve ancak H 'nin herhangi d—1 adet siitunu dogrusal bagimsizdar.
(ii) d(C) < d ancak ve ancak H’nin d adet dogrusal bagimly siitunu vardar.

Sonug 14 C bir dogrusal kod ve H, C'’nin bir eslik—denetim matrisi olsun. Buna gore
asagqidakiler denktir:

(i) d(C)=d

(ii) H 'nin herhangi d—1 adet sttunu dogrusal bagimsizdir ve H 'nin d adet dogrusal
bagimly stitunu vardar.

Ornek 15 C, eslik-denetim matrisi

10100
H= | 11010
01001

olan bir ikili dogrusal kod olsun.

Teorem 15 C bir [n, k|-dogrusal kodu ve G = (1| X), C 'nin standart yapidaki tireteg
matrisi olsun. Buna gére C 'nin eslik—denetim matrisi H = (—X7|I,_x) olur.

Ornek 16 S = {11101,10110,01011,11010} olmak tizere C =< S > ikili dogrusal

kodu i¢in bir eslik—denetim matrisi bulunuz.

Asagidaki 6rnekten de gorilebilecegi gibi her dogrusal kodun standart yapida bir
tirete¢c matrise sahip olma zorunlulugu yoktur.

Ornek 17 C = {000,001, 100,101} ikili dogrusal kodunu ele alalim.
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4.6 Dogrusal Kodlarin Denkligi

Dogrusal kodlar, standart yapida iirete¢ matrisine sahip olmak zorunda degillerse de
kod sozciiklerinin koordinatlarimin uygun bir seklide yerlerini degistimek suretiyle,
hatta baz1 koordinatlar1 sifirdan farkli uygun skalerlerle ¢arpmak suretiyle, standart
yapida bir iirete¢ matrisine sahip bir dogrusal kod elde edilebilir.

Tanim F, dzerinde iki adet (n, M)-kodundan biri digerinden asagidaki iglemlerin bir
dizist uygulanarak elde edilebiliyor ise bu ki kod i¢in “denktir” denir:

(i) kod sozciiklerinin koordinatlarinin permiitasyonu;

(i) sabit bir konumdaki koordinatin sifirdan farkly bir skaler ile ¢arpima.

Ornek 18 F; dizerinde C' = {000,011, 001, 002,010, 020,012,021, 022} kodunun sézciik-
lerinin 8. koordinatlarini 2 ile ¢carpip, koordinatlar: 2, 3, 1 sirasinda yazarsak C’ye denk

olan
C' = {000, 120, 020, 010, 100, 200, 110, 220, 210}

kodunu elde ederiz.

Teorem 16 Her dogrusal kod, standart yaprda diretec matrisine sahip bir kod ile denk-
tir.
Ornek 19 C asajidaki gibi bir diretec matirisine sahip ikili kod olsun:

1100001
G = | 0010011
0001001

G ’nin stitunlarima 1, 3, 4, 2, 5, 6, 7 sirasinda yazarsak stantart yapidaki

100 | 1001
G'= 010 | 0011
001 | 0001

matrisini elde ederiz. C', G' matrisi tarafindan tretilen kod ise C" ile C' kodlari denk
olur.

Ornek 20 Ornek 17’de C = {000, 001,100,101} kodunun standart yapida bir direte¢
matrisine sahip olmadigime gormaistik. Ancak ikinci ve tgtinci koordinatlarin yerlering
degigtirerek C'ye denk olan C" = {000,010, 100, 110} kodunu elde ederiz. Dikkat edilirse
C" kodu standart yapida olan
100
< 010 >

4.7 Dogrusal Kodlar ile Kodlama

tirete¢ matrisine sahiptir.

C, F, iizerinde bir [n,k,d]-dogrusal kodu olsun. C’nin her kod sozciigii bir bilgi
parcasini temsil edebilir. Boylece C' kodu sayesinde ¢* adet farklh bilgi parcas: temsil
edilebilir. {ry,ry,...,rx}, C'nin bir baz ise her kod stzciigii v, uygun wuy, us, ..., u; €
F, icin ry,rg, ..., r; vektorlerinin

V. = Uil + -+ + Uyl
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dogrusal kombinasyonu seklinde yazilabilir. (G, C’nin ¢—yinci satir1 r; olan iireteg
matirisi olsun. Bir u = (uy, ..., ux) € F} verildiginde

v = uG = uir + -+ 4+ uyty

C’nin bir kod sozciigii olur. Tersine her v € C i¢in v = uG olacak sekilde tek tiirlii
u=(uy,...,ux) € ]F’; vardir. Boylece her u € F’; sozciigii v = uG seklinde kodlanabilir.

IF’; kiimesinin u elemanlarinin v = uG seklinde kod sozciikleri olarak temsil edilmesi
islemine kodlama denir.

Ornek 21
10110

G = | 01011
00101

olmak tizere C, trete¢ matrisi G olan bir ikili [5, 3]-dogrusal kodu olsun. Buna gore u

= 101 mesaj
10110

v = uG = (101) [ 01011 | = 10011
00101

olarak kodlanwr. Dikkat edilirse C' kodunun bilgi oranas 3/5 tir. Yani b bitten yalniz 37

mesaji tasimak i¢in kullanalr.

Not. Standart yapida iirete¢ matrise sahip kodlarla ¢aligmak énemli kolayliklar saglaya-
bilmektedir. Ornegin C' standat yapida iirete¢ matrisine sahip bir [n, k, d]-dogrusal
kodu olsun. v = uG kod sozciigiinden u mesajini ¢ozmek kolaydir. Ciinkii

v = uG =u(/|X) = (u,uX),

yani v = uG kod sozciigiiniin ilk k£ basamag1 u’yu vermektedir. Bu basamaklara mesaj
basamaklari, geri kalan n — k£ adet basamaga ise kontrol basamaklar: ad: verilir.
Burada kontrol basamaklari mesaja, onu giiriiltiiden korumak igin eklenen fazlalig:
temsil etmektedir.

4.8 Dogrusal Kodlarin Coéziilmesi

Bir kod ancak verimli bir kod ¢6zme diizeni uygulanabiliyorsa pratik kullanima elverisli
olur. Bu boliimde dogrusal kodlar icin asgari uzaklik kod ¢ozme kurali ile onu biraz
daha iyilestiren bir degisikligi ele alacagiz.

4.8.1 Kosetler

Tanmim C, F, dzerinde n—uzunluklu bir dogrusal kod ve u € Fy herhangt bir vektor
olsun.
u+C={u+v:vel}

kiimesine C'nin u’ yu iceren koseti denir.
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Ornek 22 ¢ =2 ve C = {000,101, 010,111} olsun. Buna gére

0004+ C = {000,101,010,111}
001+ C = {001,100,011,110}
010+C = {010,111,000,101}

100 +C = {100,001,110,011}
0114+ C = {011,110,001,100}
101 +C = {101,000,111,010}

110+C = {110,011, 100,001}
111+C = {111,010, 101,000}

olur. Dikkat edilirse asagidaki gibi iki adet farklh koset vardur:

000+C = 010+C=101+C =111+C
001+C = 011+C=100+C =110+ C =TF3\C.

Teorem 17 C, F, dzerinde bir [n, k, d]-dogrusal kodu olsun.

(i) F7 ‘deki her vektor C'nin bir koseti tarafindan icerilir.
(i) Her u € F} igin |u +C| = |C| = ¢".

(iii) Her u, v €y iginu € v +C = u +C = v +C.
(iv) Iki koset ya esittir ya da ayriktar.

(v) C’nin toplam q"~* adet farkh koseti vardar.

(vi) Her u, v € F} igin u — v € C ancak ve ancak u ve v aym koset i¢indedir.

Ornek 23 C = {0000, 1011,0101, 1110} ikili kodunu ele alalum. C’nin tim kosetleri

0000+ C = {0000,1011,0101,1110}
0001 +C = {0001,1010,0100,1111}
0010 + C = {0010,1001,0111,1100}
1000 + C = {1000, 0011,1101,0110}

olarak bulunur.

Tanim Bir kosetteki agirhge en kiiciik olan bir elemana kosetin bir onciisii denir.

Ornek 24 Bir onceki érnekte buldugumuz kosetlerin ilk elemanlary, bu kosetlerin oncii-
leridir.

4.8.2 Dogrusal Kodlar i¢in Asgari Uzaklik Kod C6zme Kurah

C' bir dogrusal kod olsun. Kabul edelim ki bir v kod stzciigii gonderilmis ve w alinmig
olsun.
e=w—-vew+(C

seklinde tanimli e vektoriine hata dizgesi diyecegiz. Buna gére w — e = v € C
olacagindan, Teorem 17 (iv) geregince, e hata dizgesi ile w sozciigii ayni koset i¢inde
olur.
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Asgari uzaklik kod ¢ozme kuralina gore alinan sozciik, kendisi ile en kiigiik uzaklhiga
sahip olan kod sozciigii olarak ¢oziiliir. Yani w sozciigii d(v , w) uzakhigini en kiigiik
yapan v kod sozciigii olarak ¢oziiliir. d(v , w) = wt(w — v ) = wt( e ) oldugundan,
w +C kosetinin, wt( e ) en kiigiik olacak gekildeki e elemanim segip v = e — w
yazmak ta ayni igi goriir.

Ornek 25 ¢ = 2 ve C = {0000,1011,0101, 1110} olsun. Buna gére (i) w = 1101 ve
(ii) w = 1111 sozciiklerini ¢ozelim:

Oncelikle Ornek 23°de oldugu gibi C’nin tim kosetlerini yazalim:

0000 4 C' : 0000 1011 0101 1110
0001 + C': 0001 1010 0100 1111
00104+ C' : 0010 1001 0111 1100
1000+ C': 1000 0011 1101 0110
(i) w =1101:
(i) w = 1111 :

4.8.3 Sendrom ile Kod C6zme

Yukaridaki gibi kod ¢ozme iglemi n kiiciik alindigi siirece oldukga iyi caligmaktadir.
Fakat n biiyiik olursa, bu islem ¢ok zaman alabilir. Alinan sozciigiin ait oldugu koseti
tanimlamada sendrom kavramindan faydalanarak biraz zaman kazanabiliriz.

Tanmim C, F, tzerinde bir [n, k|-dogrusal kodu ve H, C'nin bir eglik—denetim matrisi ol-
sun. w € FI' igin S(w) = wH” € FI'"™% sozcigiine w’'nun sendromu denir. Sendrom,
esglik—denetim matrisinin segimine bagl oldugundan, w’nun sendromunu Sy(w) ile
gostermek yerinde olur. Fakat bir karmasaya neden olmadigr durumlarda, daha sade
olmast ag¢isinda, S(wW) gosterimini tercih edecegiz.

Teorem 18 C, bir [n, k|-dogrusal kodu ve H, C’nin bir eslik-denetim matrisi olsun.
uyv € Fy igin

(i) S(u + v) =S(u)+ S(v).

(ii) S(u) =0 ancak ve ancak u € C.

(iii) S(u) = S(v) ancak ve ancak u ve v C’nin aym koseti i¢indedir.

Not. (i) Yukaridaki teoremin ii¢iincii kismindan dolay1, aym sendroma sahip sozciik-
lerin bir koseti tegkil edecegini sdyleyebiliriz. Buna gore bir kosetin sendromunu onun
herhangi bir elemaninin sendromu olarak tanimlamak miimkiindiir. Bagka bir deyisle,
sendromlar ile kosetler arasinda bir birebir esleme vardir.

(77) Sendromlar Iﬁ'g*k uzaymnda oldugundan en fazla ¢" *adet sendrom vardir. Teorem
17 (v) den dolay1 C'nin ¢"* adet koseti bulunur. Dolayisiyla bunlara kargihk ¢"*
adet farkli sendrom bulunmaktadir. Yani F;‘_k kiimesinin her elemani bir sendromdur.

Tanim Koset onciileri ile bunlarin sendromlarini eslestiren br tabloya sendrom tablosu
denir.
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Tam asgari uzaklik kod ¢ozmeyi kullanacak oldugumuzu varsayarsak, bir sendrom
tablosu yapmak icin agsagidaki adimlar: izleyebiliriz:

1. Koda ait biitiin kosetleri listeleriz ve her kosetten u gibi bir ¢ncii segeriz.
2. Koda ait H gibi bir eslik-denetim matrisi buluruz ve her u icin S(u) = uH”

sendromu hesaplanir.

Not. Eger tam olmayan asgari uzaklik kod ¢ozme kuralin1 kullanacak olursak, yukari-
daki birinci adimda birden fazla 6ncii ile kargilagsmamiz halinde, bir 6éncii se¢imi yap-
madan, ilgili yere yalnizca ‘x’ isareti koyacagiz.

Ornek 26 C' = {0000,1011,0101,1110} dkili dogrusal kodu i¢in, tam asgari uzaklik
kod ¢ozmeyi kullanacak oldugumuzu varsayarsak, bir sendrom tablosu yapalim.

Onerme 19 C bir dogrusal kod ve d(C) = d olsun. Bir e € Fy igin,

wt(e) < {%J

1se e, C'nin kendisini i¢eren kosetinin tek oncii elemanidar.

Not. Dikkat edilirse koset onciileri hata dizgelerine kargilik gelmektedir. C' bir dogrusal

kod ve d(C) = d ise
t(e) < ¢—1
=1

olacak sekildeki her e sozciigii, icinde bulundugu kosetin tek oncii elemani olacagindan,
hata dizgelerini bulurken 6nce bu 6zellikteki e sozciiklerini belirleyerek ise baglamak,
sendrom tablosu hazirlamada biiyiik kolaylik saglayacaktir.

Ornek 27 C bir dogrusal kod ve

101100
H=|111010
011001

matrisi C'nin bir eslik-denetim matrisi olsun. Tam asgari uzakhk kod ¢ézmeyi kul-
lanacak oldugumuzu varsayarsak C' i¢in bir sendrom tablosu yapacagiz:

Sendrom ile kod ¢6zme iglemi

Adim 1. Aliman w sozciigii igin S(w) sendromunu hesaplariz.

Adim 2. Sendrom tablosundan S(u) = S(w) olacak seklideki u koset onciisiinii
buluruz.

Adim 3. w sozciigiinii v = w — u olarak ¢ozeriz.

Ornek 28 ¢ = 2 ve C = {0000,1011,0101, 1110} olsun. Daha dnce 25’de yaptagimaz
igi burada sendrom ile kod ¢ozme teknigini kullanarak yapalim. Buna gore alinan (i)
w = 1101 ve (i) w = 1111 sozciiklerini asagidaki gibi ¢ozebiliriz:
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4.9 Bazi Dogrusal Kodlar : Hamming ve Golay Kodlari
4.9.1 Hamming Kodlar:

Hamming kodlar1 R. W. Hamming ve M. J. E. Golay tarafindan kesfedilmistir. Il-
ging ozellikleri ile birlikte kolay kodlanmalar1 ve ¢oziilmeleri nedeniyle 6nemli bir kod
sinifini tegkil ederler. Hamming kodlar: biitiin sonlu cisimler iizerinde tanimlanabiliyor
olmalarima ragmen biz 6zel olarak ikili Hamming kodlar: ile baslayacagiz.

Tanim r > 2 olmak tizere uzunlugu n = 2" — 1 ve eslik—denetim matrisi, sttunlar:
F% nin biitin sifirdan farkl vektérlerinden olusan bir matris olan ikili koda bir ikils
Hamming kodu denir. Bu kodu Ham(r,2) ile gosterecegiz.

Dikkat edilirse yukaridaki tanimda sozii edilen eglik—denetim matrisinin siitunlar
icin bir siralama belirtilmemistir. Dolayisiyla, bu tanim ancak kodlarin denkligi fark:
ile iyi tanimhidir.

Bu tamimda tarif edilen matrisin bir kod icin eglik—denetim matrisi olmaya elverisgli
oldugu garantidir. (Neden?)

Ornek 29 Ham(3,2) olarak uzunlugu 7 ve eslik-denetim matrisi

0001111
H=10110011
1010101

olan kodu alabiliriz.

Onerme 20 (1) Aymr uzunluga sahip biitin ikili Hamming kodlar denktir.

(17) Ham(r,2) kodunun boyutu k = 2" — 1 — r dir.

(14i) Ham(r,2) kodunun uzakhgs d = 3 tir. Buna gore Ham(2,r) kodu tam—1-hata
diizelticidir.

Hamming Kodlar: ile Kod C6zme

Ham(r, 2) kodu icin toplam ¢"* = 22"~1=("=1=7) — 97 — 5, 1 1 adet farkl koset
vardir. Ham(r, 2) uzaklhg 3 olan bir kod oldugundan Onerme 19’den dolay1 agirhgi
en ¢ok 1 olan n + 1 adet vektor koset onciilerinin tamamini verir. j.yinci konumda 1
ve diger konumlarda 0 bulunan vektorii e; ile gosterirsek e;’nin sendromu e; H”, yani
H’nin j.yinci siitununun transpozudur.

Eger H’yi j.yinci siitunu j sayisinin ikilik diizendeki kargiligr olacak sekilde diizen-
lersek, kod ¢ozmeyi agagidaki adimlar: takip ederek yapabiliriz:

Adim 1. Bir w sozciigii alindiginda w’nun sendromunu hesaplariz.

Adim 2. S(w) = 0 olursa wnun gonderilen kod stzciigii oldugunu kabul ederiz.

Adim 3. S(w) # 0 ise S(w), uygun bir 1 < j < 2" — 1 igin, j’nin ikilik diizendeki
karsihgidir. Boylece gonderilen sozctigii w — e; olarak buluruz.

Ornek 30 Bir énceki érnekte verilen Hamming kodunu ele alalum. w = 1001001 olarak

alinan sézcigii asagqrdaki gibi ¢ozebiliriz:

Tanim Ham(r, 2) ikili Hamming kodunun dualine ikili simpleks kod denir ve S(r,2) ile
gosterilir.
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Tamim F, dzerindeki herhangt bir C' kodu igin

62{(01,...,%,—2”:@) :(cl,...cn)EC}
i=1

seklindeki koda C 'nin genisletilmis kodu denir. ¢ = 2 oldugunda — > ¢; =Y 1, ¢
ek koordinatina eslik—denetim koordinaty denir.

Teorem 21 C, F, iizerinde bir (n, M,d)-kodu ise C, F, dzerinde bir (n + 1, M,d')-
kodudur oyle ki d < d' < d+1. Eger C kodu dogrusal ise C' kodu da dogrusaldir. Ayrica
C' dogrusal oldugunda H, C’nin bir eslik—denetim matrisi ise

matrisi de C kodunun bir eslik-denetim matrisidir.

Tamim Ham(r, 2) kodundan, eslik—denetim koordinaty ekleyerek elde edilen genisletilmis
koda, genisletilmis ikili Hamming kodu denir ve Ham(r, 2) ile gosterilir.

Onerme 22 (i) Ham(r,2), bir ikili [27,2" — 1 — r,4]~dogrusal kodudur.
(13) H, Ham(r,2) icin bir eslik—denetim matrisi olmak dizere

matrisi de Ham(r,2) i¢in bir eglik—denetim matrisidir.

Ornek 31 Ham(3,2) genigletilmis ikili Hamming kodunu ele alalvm. Tam olmayan
kod ¢ozme kuralr bu kod i¢in asagidaki gibt caligor.

Tanim r > 2 olsun. H matrisi, situnlarna Fy, uzaymmin 1-boyutlu her alt uzaymdan
(yalmizea) birer adet sifirdan farkly vektor yazilmasu ile elde edilmis bir matris olsun.
Eslik—denetim matrisi H olan bir g—lu dogrusal koda bir g—lu Hamming kodu denir ve
genellikle Ham(r, q) seklinde gésterilir.

Yukaridaki tanimda tarif edilen H matrisinin siitunlari i¢in bir kisitlama verilmemis
olmasina ragmen bu kurala uygun seklide elde edilmisg biitiin matrislerin dogurdugu
kodlar denk olacagindan, tanimimiz kodlarin denk olmasi farki ile iyi tanimhdir.

q = 2 alindiginda yukaridaki gibi tanmimlanan ikili Hamminig kodu ile daha 6nce,
konunun baginda, tanimladigimiz ikili Hamming kodu gakigsmaktadir. (Neden?)

Not. Ham(q,r) igin bir eglik—denetim matrisi bulmanin bir kolay yolu, siitunlar: [
'nin (soldan saga) sifirdan farkh ilk girisi 1 olan biitiin sifirdan farkh vektorlerinden

51



ibaret olan matrisi almaktir. Ornegin Ham(3, 3) i¢in bir eglik-denetim matrisi yazmak
istersek, siitunlar1 100, 101, 102, 110, 111, 112, 120, 121, 122, 010, 011, 012 ve 001
vektorlerinden olugan matrisi yani

1111111110000
0001112221110
0120120120121

Onerme 23 Ham(r,q) bir [(¢" —1)/(q—1),(¢" —1)/(qg — 1) — r, 3] ~dogrusal kodudur.

g—1lu Hamming Kodlar1 ile Kod C6zme

Ham(r, ¢) bir tam—1-hata diizeltici kod oldugundan, sifirdan farkli tiim koset 6ncii-
leri agirligi 1 olan vektorlerdir. (Neden?”) Buna gore tipik bir koset onciisii j—yinci
konumunda bir b € F,\{0} bulunduran ve diger tiim konumlari sifir olan, e;; ile gos-
terdigimiz, vektor olur. Dikkat edilirse ¢;, H'nin j-yinci siitunu olmak tizere

S(ejp) = bch

olur. Kod ¢ozme iglemini agagidaki adimlar: izleyerek yapabiliriz:
Adim 1. Bir w sozciigii alindiginda w’nun sendromunu hesaplariz.
Adim 2. S(w) = 0 olursa wnun gonderilen kod stzciigii oldugunu kabul ederiz.
Adim 3. S(w) # 0ise S(w) = S(e;;) olacak sekildeki tek tiirlii belirli e;j stzctigiinii
buluruz. Buna gore w sozciigi w — e;;, olarak ¢oziiliir.

4.9.2 Golay Kodlar:

Tamim A matrisi

011111111111
111011100010
110111000101
101110001011
111100010110
111000101101
110001011011
100010110111
100101101110
101011011100
110110111000
101101110001
seklinde bir 12 x 12 kare matris ve
G = (112|A)

olmak tizere treteg¢ matrisi G olan ikili dogrusal koda bir genigletilmis ikili Golay
kodu denir ve Goy ile gosterilir.

Not. 1977 senesinde Jiipiter ve Satiirn gezegenlerine gonderilen Voyager 1 ve 2 adli
uzay araglarindan gegilen bilimsel verilerin kodlanmasi1 ve ¢oziilmesinde bu kod kul-
lanilmigtir.
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Onerme 24 (i) Gay kodunun uzunlugu 24 ve boyutu ise 12 dir.
(i) 12 x 24 boyutlu H = (A|l12) matrisi Gog kodu i¢in bir eslik—denetim matrisidir.
(iii) Gy kodu bir kendi—dual koddur, yani Gay = Goqy.

(iv) 12 x 24 boyutlu H' = (I15|A) (= G) matrisi Gy kodu i¢in baska bir eslik—denetim
matrisidir.

(v) 12x24 boyutlu G' = (A|12) (= H) matrisi Go4 kodu i¢in baska bir irete¢ matrisidir.
(vi) Gay'iin kod sozciiklerinin agurliklary 4 in katidur.

(vii) Gay kodunun agirbige 4 olan bir elemans yoktur. Dolayisiyla Gag 'lin uzaklige 8
dir.

Tamim 25 A matrisi bir onceki tanimda verilen A matrisinden son situnun crkaril-
mast ile elde edilen 12 X 11 boyutlu matris ve

@ — (112’;{)

olmak fizere tireteg¢ matrisi G olan ikili dogrusal koda bir ikili Golay kodu denir ve
Goy tle gosterilir.

Onerme 26 Gy3 kodunun uzunlugu 23 ve boyutu 12°dir. Bu kodun genisletilmis kodu
Gy kodudur ve bu kodun bir eslik—denetim matrisi

H = (AT|I;)

seklinde verilebilir. Ayrica Gag "lin uzakhgy 7 °dir.
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5 Dogrusal Kodlarin Insas:

Teorem 1 Kabul edelim ki F,, dizerinde bir [n, k, d]-dogrusal kodu bulunsun. Buna gore
(i) » > 1 olmak tzere IF, tzerinde bir [n + r, k,d|-dogrusal kodu vardar.
(i) 1 <r <k —1 olmak tzere F, tzerinde bir [n,k — r,d]-dogrusal kodu vardar.
(iii) 1 <r < d—1 olmak tzere F, dizerinde bir [n—r, k, d—r|-dogrusal kodu vardur.
(iv) 1 <r <d—1 olmak tzere F, tizerinde bir [n,k,d — r]-dogrusal kodu vardar.
(v) 1 <r < k—1 olmak dizere F, tzerinde bir [n—r, k —r,d]-dogrusal kodu vardr.

Not. Yukaridaki teorem oncekine gore daha kotii parametrelere sahip yeni kodlar
iirettigi icin kod inga etmek icin pek elverigli degildir. Fakat bu teorem kodlar iizerinde
calisirken oldukca kullanighdir.

Sonug 2 Eger F, dzerinde bir [n,k,d]-dogrusal kodu varsa o zaman r > 0, 0 < s <
k—1wve0<t<d-—1 olmak iizere F, tzerinde bir [n + r,k — s,d — t]-dogrusal kodu
vardar.

Ornek 1 7 wzunluklu bir ikili Hamming kodu bir [7,4, 3] -dogrusal kodudur. Buna gore
n > 7 i¢in [n,4,3]-dogrusal kodlar: ve 1 < k < 4 ig¢in [7,k, 3]-dogrusal kodlar: elde

edebiliriz.

Teorem 3 i = 1,2 i¢in C;, F, tzerinde bir [n;, k;, d;|-dogrusal kodu olsun. Cy ve Cy
kodlarimin dik toplama olarak adlandirilan

01 D Cz = {(Cl,Cg) 1 C € Cl, C, € 02}
F, dzerinde bir [ny + ng, k1 + ko, min{dy, da }|-dogrusal kodudur.
Not. + = 1,2 i¢in G, C; dogrusal kodunun bir iirete¢ matrisi olsun. Bu durumda
Gi 0
0 Gy
matrisi de C; @ Cy kodunun bir iireteg matrisidir. (Burada 0 ile “sifir matrisi” kaste-
dilmektedir. Iki sifir matrisi farkli boyutlarda almmis olabilir.)

Ornek 2 Bir ikili [3,2, 2] -dogrusal kodu olan Cy = {000,110, 101,011} ile dkili [4,1,4]
dogrusal kodu olan Cy = {0000, 1111} kodu alinirsa

C1 & Cy = {0000000, 1100000, 1010000, 0110000,0001111,1101111,1011111,0111111}

kodu bir ikili [7,3, 2]-dogrusal kodu olur.

Teorem 4 i = 1,2 i¢in C;, F, dzerinde bir [n, k;, d;]-dogrusal kodu olsun. Buna gore
C={(uyu+v): ueC, ve(Cy}

F, dzerinde bir [2n, ki + ko, min{2d,, ds }|-dogrusal kodudur.
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Not. ¢ = 1,2 i¢in G;, C; dogrusal kodunun bir iirete¢ matrisi ise, kolayca goriilebilir

ki

Gi Gy

0 Gy
matrisi de yukaridaki teoremdeki gibi (u,u + v)—-insasi ile elde edilen C' kodunun bir
iirete¢ matrisidir.

Y

Ornek 3 C; = {000,110,101,011} bir ikili [3,2,2]-dogrusal kodu ve Cy = {000, 111}
bir ikili [3,1, 3]-dogrusal kodu olsun. Buna gire

C = {000000, 110110, 101101, 011011, 000111, 110001, 101010, 011100}
bir ikili [6, 3, 3]-dogrusal kodudur.

Tiim girigleri 1 olan vektorii 1 = (1,...,1) ve tiim girigleri 0 olan vektorii ise 0
= (0,...,0) seklinde gosterecegiz.,

Sonug 5 A bir ikili [n, k, d]-dogrusal kodu olsun. Buna gére
C={(c,c): ce A}U{(c,14+¢c): ce A}

bir ikili 2n, k + 1, min{n, 2d}|-dogusal kodudur.

Ornek 4 A = {00,01,10,11} bir ikili [2,2, 1]-dogrusal kodudur.

C = {(c,c): ce A}U{(c,1+c): ce A}
= {0000,0101,1010,1111,0011, 0110, 1001, 1100}

olur ve C' bir ikili [4, 3, 2]-dogrusal kodudur.

5.1 Reed—Muller Kodlar:

Tanim Her m > 1 tamsayist i¢in asagidaki gibi ozyineli (recursive) olarak tanimlanan
ve R(1,m) ,le gésterilen kodlara (birinci derece) Reed—Muller kodlary denir:

(i) R(1,1) = F3,

(ii)) m > 1 dgin

R(1,m+1)={(uyu): ue R(1,m)}U{(u,u+1): ue R(1,m)}.

Ornek 5 R(1,2) = {0000,0101,1010,1111,0011, 0110, 1001, 1100}.

Onerme 6 m > 1 icin R(1,m) Reed-Muller kodu bir ikili 2™, m + 1,2™ '] ~dogrusal
kodudur dyle ki 0 ve 1 haricindeki tiim kod sozciiklerinin agurliklar 2™~ dir.
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Onerme 7 (i) R(1,1) kodunun bir iirete¢ matrisi

11
01
olarak alinabilir.

(ii) G, R(1,m) kodunun bir drete¢ matirisi ise R(1,m + 1) kodunun bir dreteg

matrisi
Gm Gm
Gm+1_(0...0 1...1>

olarak alinabilir.

Ornek 6
1111
Go=|1 0101
0011
tlirete¢ matrisini kullanarak
11111111
G — 01 0101O0T1
*“loo110011
00001111

elde ederiz.

Onerme 8 R(1,m)* dual kodu Ham(m,2) genisletilmis ikili Hamming koduna denk-
tar.

Tanim (i) 27 wzunluklu {0, 1} koduna bir sifirinct mertebeden Reed—Muller kodu denir
ve R(0,m) ile gosterilir.

(ii) Birinci mertebeden Reed—Muller kodlar yukarida verildigi gibidir.

(iii) » > 2 olmak tzere her m > r — 1 igin

T
F#, m=r—1

REm D ={ usv): we R, veRE— L) mor 1

kuralwla ozyineli olarak tanymlanan koda r—yinci mertebeden bir Reed—Muller kodu
denir ve R(r,m) ile gosterilir.
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6 Devirli Kodlar

6.1 Temel Tanimlar

Tamim S C F} igin eger (ag, a1, ..., an-1) € S iken (an-1,a1,...,a,-2) € S oluyorsa
S kiimesine devirly denir. Eger bir C' dogrusal kodu devirli ise bu koda bir devirls kod
ady verilir.

Soru. C bir devirli kod ise C* dual kodunun da devirli olacagin gosteriniz.

Ornek 1 {(0,1,1,2),(2,0,1,1),(1,2,0,1),(1,1,2,0)} C F4 ve {11111} C F} kiimeleri
birer devirli kiimelerdir. Fakat bu kiimeler vektor uzay: olmadiklar: i¢in birer devirli
kod degildar.

Ornek 2 Asajidaki kodlar birer devirli koddur:
(i) {0}, {A-1 : A eF,} velFy,
(ii) {000, 110,101,011} ekili [3,2, 2]-dogrusal kodu,

(iii) S(3,2) = {0000000, 1011100, 0101110, 0010111, 1110010, 0111001, 1001011,
1100101} ikili simpleks kodu.

T Fy — Fola]/(2" = 1), (ag, ay, ..., an_1) — ag + a1z + - - + ap_12"" (%)

ile tamimh dontistim [F, tizerindeki vektor uzaylarimin bir izomorfizmasidir. Buna gore
gerektiginde ¥} uzaym F, [z]/(z™ — 1) ile, (ag,a1,...,a,-1) elemanm ise ag + a1 +
o+ 4 a, 12"t ile tammlayabiliriz. F,[z]/(2™ — 1)’in bir halka olacagim daha 6nce
soylemistik. Dikkat edilirse n # 1 ise bu halka bir cisim olamaz.

Ornek 3 C = {000,110,101,011} devirli kodunu ele alalvm. Buna gore 7(C) = {0,
1+az,1+2% x4+ 2*} C Fylz]/(2® — 1) olur.

Tanim R bir halka ve I, R’nin bostan farkl bir alt kiimesi olsun. Eger her a,b € I ve
r € R i¢in

(i) a—bel ve

(it) ra € I
1se I kiimesine R’nin bir ideali denir.
Ornek 4 [ := 7(C) = {0,1 4+ ,1 + 22, 2 + 2} kiimesi Fy[z]/(2* — 1) halkasin bir
1dealidir.
Ornek 5 (i) Tum ¢ift tamsaylarin kimesi 7. tamsayilar halkasinan bir idealidir.

(i) Daha genel olarak, bir m tamsayst i¢in, m tarafindan bolinebilen tim tam-
sayrlarn kiimest Z. halkasinan bir idealidir.

(iii) Bir f(x) € F,[z] i¢in F,[z] polinom halkasinin f(x) tarafindan bélinebilen tim
elemanlarimin kimesi F,x] halkasian bir ideali olur.

(iv) g(x), ™ —1 polinomunun bir béleni olmak tuzere, F,[z]/(2" —1)in g(z) tarafindan
boliinebilen tim polinomlarin kimesi F,[z]/(z" — 1) halkasvmn bir idealidir.
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Tanim R bir halka ve I, R’nin bir ideali olmak tzere, eger
I =<g>={gr:reR}

olacak sekilde bir g € I varsa I idealine bir temel ideal denir. Buradaki g elemanina
I idealinin bir idireteci denir. (Bu durumda “I ideali g eleman tarafindan tretilir”
diyecegiz.)

R halkasian tim idealler: temel ideal ise R ye bir temel ideal halkast ady verilir.

Ornek 6 Ornek 4’deki I ideali bir temel idealdir. Ciinkii I =<1+ x > yazilabilir.

= 0=(1+z+2*)(1+u),
14z =(z+2°)(1+z),
v+ 22 =145+ ),
= 14+22=1+2)(1+2).

8 = O
~—~~ —~
[—
+
8
S— N N N
Il

Teorem 1 Z, F,[x] ve F,[x]/(z™ — 1) halkalar: birer temel ideal bélgeleridir.

6.2 Urete¢ Polinomlar:

Teorem 2 , (*) olarak tanimlanan déniigim ve C, [ 'nin bir alt kiimesi olsun. Buna
gore C bir devirli koddur ancak ve ancak w(C), F,[z]/(z" — 1) halkasian bir idealidir.

Ornek 7 (i) C = {000, 111,222} bir diclii devirli koddur. Buna karsibk gelen ideal
ise m(C) = {0,14 z + 22,2 4+ 2z + 222} olur.

(i) T ={0,1+ 2%+ 231+ x+2?+ 2%}, Fyz]/(a* — 1) halkaswmn bir idealidir.
Buna karsilik gelen devirli kod ise 7=*(I) = {0000, 1010,0101,1111} olur.

(iii)) {0} ve F} asikar kodlarna karsihk gelen idealler {0} ve Fy[z]/(2™ — 1) agikar
tdealleridir.

Teorem 3 I, F [z]/(2™—1)in bir ideali ve g(x), I 'mn ssfirdan farkl monik elemanlar
arasinda derecesi en kii¢iik olanlardan biri olsun. (Daha sonra gorecegiz ki bu eleman
ashinda tektir). Buna gore g(x), I idealinin bir tretecidir ve ™ — 1 polinomunu béler.

Ornek 8 Bir dnceki drnegin (i) kasmunda 1+z+x? polinomu en kiigiik dereceye sahiptir
ve x3—1 polinomunu boler. Aymi érnegin (ii) kasmanda 1+2% polinomu en kiigiik dereceli
olan polinomdur ve bu polinom da x* — 1 polinomunu béler.

[y, kodu igin en kiigik dereceli monik polinom 1 dir.

F,[z]/(z™ — 1) halkasinin her idealinin bir temel ideal oldugunu biliyoruz. Buna
gore bir C' devirli kodu 7(C') idealinin herhangi bir iireteci ile belirlenebilir. Genellikle
F,[z]/(z™ — 1)’in bir ideali i¢in birden ¢ok iirete¢ bulunabilir. Asagidaki teoreme gore
baz1 ek ozelliklerle tek tiirlii tirete¢ bulmak miimkiindiir.

Teorem 4 I, F,[z]/(z" — 1) in bir ideali olsun. I’min sifirdan farkl monik elemanlar

arasinda derecesi en kiiciik olan yalniz bir tek polinom wvardir. Teorem 3’e gore bu
eleman I ’nan bir dretecidir.
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Tanim 5 I, F [z]/(z" — 1) ’in bir ideali olsun. I’nin sifirdan farkls monik elemanlar
arasinda derecesi en kii¢iik olan polinoma I ’min tirete¢ polinomu adv verilir. Bir C
devirli kodu i¢in w(C') idealinin irete¢ polinomuna C kodunun treteg polinomu denir.

Ornek 9 (i) {000,110,011,101} devirli kodunun iirete¢ polinomu 1 + x olur.

(i) Ornek 2 (iii) 'de verilen S(3,2) simpleks kodunun direte¢ polinomu 14 % 4 2% + x*
olur.

Teorem 6 z" — 1 polinomunun her monik boleni F' ‘deki bir devirli kodun tirete¢ poli-
nomudur.

Sonug 7 Fy igindeki devirli kodlar ile ™ — 1 € F,[z] polinomunun monik bolenleri
arasinda bir birebir esleme vardir.

Ornek 10 6-uzunluklu biitiin ikili devirli kodlar: bulmak igin 2%—1 € Fy[z] polinomunu
carpanlarina ayiririz:
B —1=(1+2)?>1+z+2%>%

2% — 1 polinomunun biitin monik bélenleri

1, 1+, 1+z+2?%
(14 ), 1+z)(1+x+2%), (1+2)2(1+z+2?),
(1+z+2%?% (1+2)(1+z+ 2?)? 1+

seklinde listelenebilir. Buna gore 6—uzunluklu dokuz adet ikili devirli kod bulunmaktadur.
7 déndigiimiin baz alarak bu dokuz kodu da yazabiliriz. Ornegin (1+x+2x%)? polinomuna
karsilik gelen devirli kod

{000000,101010,010101, 111111}
olur.

Yukaridaki 6rnekte de goriildiigii gibi ™ —1 polinomunun monik bélenlerinin sayisini
biliyorsak n—uzunluklu devirli kodlarin sayisini bulabiliriz. Buna gore asagidaki sonucu
verebiliriz.

Teorem 8 pi(x),...,p.(z) € Fylx] birbirinden farkl indirgenemez polinomlar ve her
t=1,...,7 i¢in e; > 1 olmak tizere

2" —1=[]pi'(v)
=1

olsun. Buna gére F, tzerinde n—uzunluklu [[;_,(e; + 1) adet devirli kod vardur.

Ornek 11 Asagidaki tablolar ¢ = 2,3 ve 1 < n < 10 i¢in ™ — 1 polinomunun ¢arpan-
larina nasil ayrildigine ve g—lu n—uzunluklu devirle kodlarin sayist gostermektedir:

" — 1 € Fyx] #ikili devirli kodlar
1+x 2

(1 + x)?
1+2)(1+ x4+ 2?)
1+
1+2)(1+x+ 2%+ 2%+ z%)

)
(14 )(
(1+2)*
(1+)(
(1+2)%(1 +z + 2%)?
( )
( )
(14 )(
(1+a2)?

S

14+ 2)(1+ 2%+ 23)(1 + 2 + 23)
1+
1+2)(1 42+ 2%)(1 + 2* + 29)
1+ 2)*(1+ z + 2 + 2° + 2*)?

= O 00 1 O Uik W=

[a)
© 00 © 0 © = Ut = W
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n 2" —1¢€ Fs[z] Aiclii devirli kodlar
1 2+u 2
2 242)(1+2) 4
3 (2+x)3 4
4 242)(1+2)(1+a?) 8
5 (2+z)(1+z+a22+a23+2?) 4
6 (2+2)>?(1+2)? 16
7T 2+2) (142t + a2+t + a5+ 2f) 4
8 (2+2)(1+2)(1+2H)(2+x+ 2?) 32
(2+2x—|—x )
9 (2+1) 10
10 (2+x)(1+$)(1—|—33~|—a: + 23 + %) 16
(14 2z + 2?4 22° + 2*)

Devirli kodlar iirete¢ polinomlari ile tam olarak belirli olduklarina gore parametleri
de iirete¢ polinomlar: ile elde edilebilir. Asagidaki teorem bir devirli kodun boyutunu
iirete¢ polinomundan nasil bulabilecegimizi soylemektedir.

Teorem 9 g(x), F,[z]/(z"™ — 1) ’in bir idealinin tirete¢ polinomu olsun. Eger g(x)’in
derecesi n — k ise bu ideale karsihik gelen devirli kodun boyutu k olur.

Ornek 12 (i) 27— 1= (1 +2)(1 + 22+ 2°)(1 + = + 2%) € ] oldujundan sadece
iki adet ikili [7, 3] -devirli kodu mevcuttur. Bunlar

< (14 2)(1 + 2%+ 2% >= {0000000, 1110100, 0111010, 0011101,
1001110,0100111, 1010011, 1101001}

ve

< (1+2)(1+ 2+ 2%) >= {0000000, 1011100, 0101110, 0010111,
1001011, 1100101, 1110010, 0111001}

seklinde yazilar.

(i) 2" —1= 2+2)(1+ 22+ 23+ 2 +2°+28) € F3]x] oldugundan hig diclii [7, 2] -devirli
kodu olmadigini soyleyebiliriz.

6.3 Uretec ve Eslik-Denetim Matrisleri

Teorem 10 g(z) = go + 12 + -+ + GnkZ" " (gnoi # 0), F} igindeki bir C' devirli
kodunun tirete¢ polinomu olsun. Buna gére

g(x) g g1+ Gt O 00 - - 0
rg(z) 0 9 9 - - In—r 00 - - 0
G = ' — '
" tg(x) 00 - - g g1 - - Gk

matrisi C'nin bir drete¢ matrisidir. (Bir vektori ayni zamanda polinom olarak ta ifade
ettigimize dikkat ediniz).

60



Ornek 13 Ureteg polinomu g(x) = 142242 olan ikili [7, 4] -devirli kodunu ele alalim.

g(z 1011000
zg(z) | | 0101100
S| 2%g(z) | 1 0010110
3g(x) 0001011

matrisi bu kodun bir trete¢ matrisidir. Bu matris standart yaprda degildir. Ancok G
matrisine uygun satir islemleri uygulayarak standart yapidaks

1000101
0100111
0010110
0001011

G =

matrisine ulasabiliriz. Bundan sonra eslik—denetim matrisini bulmak kolaydar.

Yukaridaki ornekten de goriildiigii gibi bir devirli kodun bir iirete¢ matrisi bulun-
duktan sonra eglik—denetim matrisi de elde edilebilir. Ancak bir devirli kodun dual
kodu da devirli olduguna gore, dual kodun iirete¢ matirisi onun {iirete¢ polinomundan
bulunabilir. Buna goére soru, bir devirli kodun dualinin iirete¢ polinomunun bulun-
masidir.

Tamim h(x) = Zf:o a;x', F, tizerinde derecesi k olan bir polinom olsun. h(z) polino-
munun karsity adi verilen polinom

k

hi(z) = 2*h(1/z) = Z i

=0
seklinde tanimlanar.

Not. h(x) | 2™ — 1 ise hx(z) | 2™ — 1 olacagima dikkat ediniz.

Ornek 14 (i) h(z) = 1+ 2z + 32° + 27 € Fs[z] polinomu i¢in h(z)’in karsits

hi(x) = 2"h(1/x)
= 2"(14+2(1/z) 4+ 3(1/z)° + (1/x)")
= 1432 +22° + 27
polinomudur.
(ii) =" — 1 polinomunun h(z) = 1+ x + 2* € Fyz] bélenini ele alalim. Buna gore

hi(z) =1+ 2% + 2% polinomu da x7 — 1 polinomunun bir bolenidir.

Teorem 11 g(x), bir C q-lu [n, k]-devirli kodunun iirete¢ polinomu olsun. h(x) =
(" — 1)/g(z) ve hg, h(z)’in sabit terimi ise hy hx(z) polinomu C* kodunun iirete¢
polinomudur.

Tanim C' bir n—uzunluklu bir g—lu devirli kod olsun. h(x) = (x™—1)/g(x) ve hg, h(x) in
sabit terimi olmak dizere hy ' hy (x) polinomuna C kodunun eglik—denetim polinomu
denir.
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Sonug 12 C direte¢ polinomu g(x) olan bir q-lu [n,k|-devirli kodu olsun. h(z) =
(z" —1)/g(z) olsun. h(z) = ho+ hyx + - - - + hya" ise

- . _ .
" e (2) 0 0 N T T

matrist C 'nin bir eslik—denetim matrisidir.

Ornek 15 Ornek 13°de ele aldigumaz kodun bir eslik—denetim matrising bulalum:

Devirli Kodlar ile Kod C6zme

Devirli kodlar ile kod ¢ozme tiim dogrusal kodlarda oldugu gibi ti¢ adimdan olusur:
sendromun hesaplanmasi, sendroma kargilik gelen hata dizgesinin bulunmasi ve hatanin
diizeltilmesi... Devirli kodlarin cebirsel ve geometrik 6zelliklerinden dolay1 bu adimlar
genelde kolaydir. Gorecegiz ki bu ozellikler diizgiin bir sekilde kullanildig: taktirde bu
kolayliklardan faydalanilabilir.

Sonug 12’den kolayca goriilebilir ki bir devirli kodun eglik—denetim matrisi uygun
satir iglemleri ile

H= (In—k | A)

sekline doniistiiriilebilir. Dikkat edilirse bu yapidaki bir eglik—denetim matrisi tek tiirlii
belirlidir.

Teorem 13 C bir g—lu devirli kod ve H = (I, | A), C’nin bir eslik-denetim ma-
trisi olsun. Kabul edelim ki g(z), C’nin itrete¢ polinomu olsun. Buna gére bir w
€ [y sozcigiiniin (H 'ye gore) sendromu (w(z) (mod g(x))) olur. (Burada w(z), w
sozctigiine ™ dontistimi ile kargilik gelen polinomdur ve vektorler ayni zamanda polinom
karsiliklary ile de ifade edilmektedir).

Ornek 16 U?jeteg: polinomu g(x) = 1+ x% + 23 olan ikili 7,4, 3]-Hamming kodunu ele
alalim (bkz. Ornek 15). Kabul edelim ki w = 0110110 alinsin.

Yukaridaki teoreme gore alinan bir w(z) s6zciigiiniin sendromu

s(z) = (w(z) (mod g(x)))
olarak bulundugundan dolay1 w(x) — s(x) bir kod sozciigii olur.

Sonug 14 g(x) bir C' devirli kodunun treteg polinomu olsun. Alnan bir w(x) sézcigi
icin, w(z) polinomunun g(z) ile boliminden kalan s(x) ve wt(s(x)) < [(d(C) —1)/2]
ise bu durumda s(x), w(x) i¢in hata dizgesidir, yani w(x), asgari uzakhk kod ¢ozme
kuraly ile, w(x) — s(x) olarak ¢ozilir.

Ornek 17 Bir dnceki ornekte oldugu gibi w(z) = x+ 2% +x* +2° polinomunun g(z) =
1422422 ile boliimiinden kalan x dir. Buna gére w(z) sézciigiiw(z)—x = 2+t 425 =
0010110 olarak ¢éziliir. Eger wyi(z) =1+ 22 + 2® + 2* alimrsa (wi(x) (mod g(z))) =
1+ x + 22 olur. Bu durumda ise 111 sendromuna (bir énceki ornekteki (I, | A)
yaprsindaki eglik—denetim matrisine gore ) 0000100 koset onciisii karsilik geldigine gore
sendrom ile kod ¢ézmeyi kullanarak wi () sézctiginig wy(x)—z* = 1+2?+23 = 1011000
olarak ¢oziiliir.
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Yukaridaki érnekten de goriilebilecegi gibi bazi alinan sozciikler i¢in "kalan"1 sozciik-
ten atarak hemen sozciigii ¢ozebiliriz. Ancak bazi alinan sozciikler i¢in sendrom ile kod
¢ozmeyi kullanmak zorunda kaliyoruz. Devirli kodlarin 6zelliklerinden dolayi sendrom
ile kod ¢ozmeyi baz1 alinan sozciikler i¢in kolaylagtirmak miimkiindiir.

Lemma 15 C drete¢ polinomu g(z) olan bir q-lu [n, k|-devirli kodu olsun. s(x) =
Z?;Okfl sz polinomu w(x) ’in sendromu olsun. Buna gére w(x) in xw(x) devirli kay-
dirmasinan sendromu xs(x) — Sp_k—19(x) olur.

Ornek 18 Ornek 16°de oldugu gibi w(z) = x+a®+at+12° sozeiginin sendromu x tir.
Béylece zw () ve 2*w(x) sézciiklerinin sendromlar siraswla -z = 22 ve 2% —g(z) =

1+ 22 olur.

Tanmim n—uzunluklu bir vektérde syfirin l—uzunluklu bir devirli dizist, | adet sifirin
dairesel olarak yanyana bir dizilimidar.

Ornek 19 e = (1,3,0,0,0,0,0,1,0) vektori sifurin 5-uzunluklu bir devirli dizisini
icerir.  Baska bir (0,0,1,2,0,0,0,1,0,0) vektori ise sifirin 4—uzunluklu bir devirli

Devirli Kodlar icin Kod C6zme Algoritmasi

C iireteg polinomu g(z) olan bir ¢g-lu [n, k, d|-devirli kodu olsun.Hata dizgesi e(z)
olan bir w(z) sozciigii alinmig olsun. Kabul edelim ki wt(e(x)) < [(d — 1)/2] ve e(x)
sifirm en az k—uzunluklu bir devirli dizisini icersin. Asagidaki algoritma e(z) hata
dizgesini bulmak icindir:

Adim 1: Her 7 = 0,1,... i¢in z'w(x) sozciigiiniin sendromu hesaplanir. s;(z) ile
(z'w(x) (mod g(x))) sendromunu gosterelim.

Adim 2: wt(s,,(z)) < [(d —1)/2] olacak sekilde bir m sayis1 bulunur.

Adimm 3: 2" s, (x)'in 2" — 1 ile boliimiinden kalan hesaplanir. Bu kalana e(x)
denirse w(z), w(z) — e(z) olarak ¢oziiliir.

Ornek 20 (i) Ornek 17’de oldugu gibi wy(z) = 1011100 = 1 4 2 + 2° + 2* sozciigii
alinmag olsun. z'w(z) sézcigiinin sendromu s;(x) olmak tizere wt(s;(z)) < |(d—1)/2]
olana kadar sendromlart hesaplayalim:

i si(x)

0 1+az+a?
1 1+z

2 x4 22

3 1

Buna gore wy(z) sézcigiini wy(x) — 2*s3(z) = wy(z) — 2* = 1+ 22 + 2* = 1011000
olarak ¢ozeriz.

(i) Uretec polinomu g(x) = 1+ a* + 25 + 27 + 2% olan [15,7]-devirli kodunu
ele alalim. Bu kodun uzakliginin 5 olacagini eglik—denetim matrisinden soyleyebiliriz.
Agqirhige en fazla 2 olan bir hata dizgesinin sifirin en az T—uzunluklu bir devirli dizisini
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icermesi gerekeceqi agiktir. Buna gore boyle bir hata dizgesini yukaridaki algoritmayn
kullanarak diizeltebiliriz.

w(z) = 110011101100010 = 1 + x + 2* + 2° + 2% + 2°® + 27 + 2"

sdzctigii almmasg olsun. Asagidaki tabloda x'w(x) dairesel kaymalar igin s;(x) sendrom-
larina wt(s;(z)) < 2 olana kadar hesapladik:

si(x)

1+ 22+ 2° 4+ 27
l+z+a+2t+27
l+a+a?2+2°+254+27
14+x+224+ 2%+ 24
r+a?+ a3+t + 2
ZL‘2+.I'3+ZL‘4+.I'5+{L‘6
23+t + a5+ 28+ 2"
1+ a°

N O Ul W N~ O

Buna gére w(z) sozcigii w(z) —x8s7(z) = w(z) —a8—aB¥ = 1+z+at+2°+25+2° =
110011100100000 olarak ¢éziiliir.
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