EKO162 iktisatcilar icin Matematik II Dersi Final Smavi Coziimleri

Soru 1. 2z + 3y = 7 kwsite altinda U(z,y) = 31n(1 + ) + iln(l + y) fonksiyonunu
maksimize etme problemini ¢éziniz. (Not: Problemin ¢oziminin varlge hakkinda bilgi
verimedigi i¢in ¢ozimin varligine da gostermek gereklidir.)

Coziim. Bu probleme ait Lagrange fonksiyonu, A\ Lagrange ¢arpani olmak tizere,
1 1
L(x,y) = iln(l + )+ Zln(l +1y) = AN2x+3y—7)

fonksiyonudur. Lagrange fonksiyonunun birinci merteben kismi tiirevleri alinir ve sifira
esitlenirse

gll(xay) = 2(113;) —2X =0
Ly(2,y) = m—?))\ =0
yani
1 1
A pu— pu—

A1+ 2) ,1:/3?(1 +v)
esitlikleri elde edilir. Son iki esitlik diizenlenirse x — 3y = 2 esitligi bulunur. Buna gore

20 4+3y= 7
r—3y= 2

denklem sistemi ¢oziiliirse x = 3 ve y = 1/3 bulunur. Yani problemin tek ¢oztim aday1
(3,1/3) olarak bulunur. Simdi problemin bir ¢6ztimi olmasi gerektigini gosterelim.
U(x,y) fonksiyonu {(z,y) : * > —1, y > —1} konveks kiimesi tizerinde tanimli ve bu
kiimedeki tiim (z,y) noktalar igin

—1

L (x,y) :m <0
, -1
ZLyy(x,y) :W <0

ve
L (2, y) Lyy(w,y) — (L) >0

oldugundan maksimize etme probleminin bir ¢6ztimii vardir. Tek ¢oziim aday1 (3,1/3)
oldugundan, (3,1/3) ikilisi problemin ¢6ztmiidiir.
|

r+yt+z= 1
kisitlary altinda x + 2y yi maksimize etme probleminin bir ¢ozimi oldugu bilindigine
gore problemi ¢oziniiz.

Soru 2.

Coziim. Lagrange fonksiyonu
L(r,y,z) =x+2y— M@z +y+z—1)+ X’ +22—4)

1
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olur. Birinci merteben tirevler alinir ve sifira egitlenirse

"g’ﬂl/(*xayaz> :1_)\1:0 (1)
Ly, y,2) =2 = A\ +2y\s =0 (2)
D%(I,y,Z)I—)\l—FQZ)\Q:O (3)

olur. Buna gore (1) esitliginden A\; = 1 elde edilir. (2) esitliginde yerine konursa

-1

Ao = —

2 2
bulunur. Bulunan \; ve Ay degerleri (3) esitliginde yerine konursa y = —z elde edilir.

x+y+ z =1 oldugundan x = 1 olur. Ayrica
4=y +22 =2
olacagindan y = £+/2 olur. Dolayisiyla ¢éziim adaylar (1,v/2, —v/2) ve (1, —v/2,v/2)
dir. Bunlardan z + 2y’yi maksimize eden (1,v/2, —v/2) olacagindan ¢oziim elde edilir.
J
Soru 3. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.
(a)

12 o arcsin

()

dx

/ xzdx
V2T + 62 — 22

Coziim. (a) Kismi integrasyon uygulayacagz.

] T
w=arcsinxz ve dv=-———=dz

V1—22
denirse
1

du:ﬁdx ve U:—\/1—$2

elde edilir. Buna gore

1/2 :
x.arcsin )
————dox = —V1 — 22?2arcsinz
0 v 1 — ZL‘2

V3 1/2

__V°T d

2 6+/0 ‘
3 1
VAN
12 2

1/2 1/2 1
+ Vi=7——dx
0 /0 Aﬂ— 7

elde edilir
(b) 27+ 62 — 2% = 36 — (z — 3)? esitligi yazilabilir. u = x — 3 denirse verilen integral

3
u + d

/ zdx B " / udu . 3/ du
V2T +6z —22 ) V36—u2 ) V36— w2 V36 — u2
2
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seklinde yazilabilir.

d

ve
/ du U
———— = arcsin —
V36 — u? 6
oldugundan
xzdx U
= —v36 —u? + 3arcsin — + C
/ V27 + 62 — 22 6
=3
= —/27 4+ 6z — 22 4 3 arcsin 5 +C
bulunur.
|
Soru 4.
, 2y+x
y frg
T

diferensiyel denklemini ¢oziuiniiz.

Coziim.

2(ty) + (tx) 2y +x
tx a x

oldugundan verilen diferensiyel denklem homojendir. buna goére y = vz doniisimii
uygulanirsa
dv 2vz+z

vV+ar— = =2v+1
dx x

ve buradan da

dv i
r— =0
dzx

elde edilir. Buna gore diferensiyel formda

1

d:
v—l—lv 0

1
——dz +
x

seklinde yazabiliriz. Boylece

1 1
/—dm—l—/ dv=c
x v+1

—lnjz|+Injv+1|=c

yani
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egitligine ulagilir. v = y/x oldugunu hatirlarsak, yerine yazildiginda
Yy _
—In|z|+In|=+1=c¢
x

ya da denk olarak

x—i—y_ c
5 =€

T

bulunur. e¢ sabiti yerine k yazilirsa genel ¢oziim y = kx? — 2 seklinde elde edilir.
J

Soru 5. (ysinz + zycosz)dz + (zsinz + 1)dy = 0 diferensiyel denklemini ¢éziniiz.

Coziim. Verilen diferensiyel denklemde

(ysinz + xycosx)dr + (zsinz + 1)dy = 0

M(z,y) N(z.y)
denirse
o+ ON
—— =sinz +rcosr = —
oy ox
olacagindan denklemin bir tam diferensiyel denklem oldugu goriliir. Buna gore
oF oF
— =M ve — =
ox oy

olacak gekilde F(z,y) fonksiyonu bulunabilir. Bu gekilde bir F(z,y) fonksiyonu bul-
maya c¢aligsacagiz. Birinci esitlikten dolay1

F(x,y) = /(y sinz + zy cosz)dr = —ycosx + y/xcos xdx + ¢(y)

yazilabilir. Burada ¢(y) sadece y degiskenine bagh bir fonksiyondur. [ x cosxzdz integ-
rali kismi integrasyon yontemi kullanilarak kolayca hesaplanabilir. Buna gore F'(z,y) =
—ycosx + y(rsinz + cosx) + ¢(y) = zysinx + ¢(y) bulunur. Diger esitligi de dikkate
alirsak

OF
N =zxsinx+1= m szin$+¢/(y)>
Y

yani ¢'(y) = 0 elde edilir. Bu durumda ¢(y) = k olacak sekilde bir &k sabiti vardir.
Boylece F(z,y) = xysinx alinabilir. Dolayisiyla verilen diferensiyel denklemin genel
¢oziimi, herhangi bir C' sabiti icin,

xysinz = C

esitligini saglayan y fonksiyonlaridir; yani,
C
y =

rsinx

tipindeki fonksiyonlardir.



