MTK 348 ELEMENTER SAYILAR TEORISI DERSI FINAL SINAVI CEVAP ANAHTARI

Soru 1. Elementer Saylar Teorisi dersini alan dgrenciler, (inli Kalan Teoremini calismak
iizere gruplara ayrilacaktir. Ogrenciler dicerli gruplara ayrildiinda 1 égrenci, dérderli gruplara
ayrildiginda 2 ogrenci, begerli gruplara ayrildiginda ise 3 ogrencinin disarida kaldigy gorilmek-
tedir. Ogrenciler yediserli gruplara ayridiginda, ejer Biilent Hoca gruplardan birine girerse, hic

agrenci ag¢ikta kalmadigina gére dersi alan en az kag¢ dgrenci vardir? Bulunuz. [15p]

Coziim. Dersi alan 6grencilerin sayisi

X = 1 (mod3)
X = 2 (mod4)
X = 3 (mod5)
X = 6 (mod7)

kongriiens sisteminin bir ¢oziimidiir. Cinli Kalan Teoremini kullanarak problemi ¢ozebiliriz.

Teoremin kanitinda kullandigimiz gosterimleri kullanirsak yukaridaki denkleme gore

a; =1 ag =2 a3 =3 as =26
m1:3 m2:4 m3:5 m4:7
My =140 Mo =105 Mgz =84 My =60

ifadelerini yazabiliriz. Ote yandan

14001 =1 (mod 3)=2b;=1 (mod 3)=5b; =2 (mod 3)

10562 =1 (mod 4)=by=1 (mod 4)
84bs3=1 (mod 5)=4bs=1 (mod 5)=0b3=4 (mod 5)
60by=1 (mod7)=4by=1 (mod7)=0b=2 (mod 7)

oldugundan yukaridaki kongriiens sisteminin ¢oziimii

X

4
ZazszZ (HlOd 420)
1=1

140.242.105+3.84.4+6.60.2 (mod 420)

118 (mod 420)

olarak bulunur. Dolayisiyla dersi alan en az 118 kisi olmalidir.
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Soru 2.
(a) 2'nin 19’un bir ilkel kokii oldugunu gosteriniz. [10p]
(b) X?* =11 (mod 19) kongriiensini ¢oziniiz. [15p]

(c) 5X%2+4X +7=0 (mod 19) kongriiensini ¢éziniiz. [15p]

Coziim. (a)

E{0]1]2|3/4 |5 6|7 8|9 1011|1213 |14]15|16]| 17|18
2101214168 (1012|1416 (18| 1 |3 |5 | 7|9 11|13 |15 |17
2k 11121481613 7 (14| 9 |18 |17 15|11 |3 |6 |12] 5 |10 1

Yukardaki tabloya gore 2¥ =1 (mod 19) kongriiensini saglayan en kiiciik pozitif & tamsayist
18’dir. Dolayisiyla 2'nin 19 modiiliine gore mertebesi ¢(19) = 18 olacagindan 2, 18’in bir ilkel
kokudtr.

(b)

X* =11 (mod 19) 24I(X)=12 (mod 18)
4I(X)=2 (mod 3)

I(X)=2 (mod 3)

R

1(X)=2,5,8,11,14,17 (mod 18)

olacagindan verilen kongriiensin ¢oztimleri

= 4 (mod 19)
= 13 (mod 19)
= 9 (mod 19)
= 15 (mod 19)

= 6 (mod 19)

MO R e e e

= 10 (mod 19)

olarak bulunur.

(c) Verilen kongriiensin ¢oziimi

Y2=16-457=-124=9 (mod 19)
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olmak tlizere

10X+4=Y (mod 19)

lineer kongriiensinin ¢oziimiidiir. Buna gore 6nce
Y?=9 (mod 19)

kuadratik kongriiensini ¢ozelim. (a) sikkinda yazilan tabloyu kullanarak 9 =28 (mod 19) oldu-
gunu gorebiliriz. Buna gore

Y =421 (mod 19)

yani

Y =16 (mod 19)

ve

Y =3 (mod 19)
bulunur. Buna gore verilen kongriiensin iki ¢6ziimii vardir ve bunlar
10X+4=16 (mod 19)=10X =12 (mod 19)= X =5 (mod 19)
ve

10X+4=3 (mod 19)=10X =18 (mod 19)= X =17 (mod 19)

seklinde elde edilir.

Soru 3. X34+2X24+7X+2=0 (mod 54) kongriiensini ¢oziniz. [20p]

Coziim. f(X)=X3+2X2+7X +2olsun. f(X)=0 (mod 54) kongriiensinin ¢oziim kiimesi

f(X)=0 (mod 27)
f(X)=0 (mod 2)

kongriiens sisteminin ¢oziim kiimesi ile aynidir.
f(X) =0 (mod 3) kongriiensinin tek ¢oziimiiniin X =1 (mod 3) oldugunu (0, 1 ve 2 de-
gerlerini 3 modiiliine gore deneyerek) kolayca gorebiliriz. f(1) =12 ve f/(X) =3X2 +4X +7
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oldugundan f/(1) = 14 olur. Buna gore

JO) )k =4+14k =142k (mod 3)

0
3

yani k =1 (mod 3) oldugundan z1 =1+3k =4 (mod 9), f(X) =0 (mod 9) kongriiensinin
¢Ozumidir.

f(4) =126 ve f'(4) =71 oldugundan
f(4)

4
Sl fl(At=144+T1t =242t (mod 3)

0
9

yani t =2 (mod 3) elde edilir. Buna gore z9 =4 +9.2 =22 (mod 27), f(X) =0 (mod 27)
kongriiensinin ¢ozimiidiir.

f(X) =0 (mod 2) kongriiensinin x =0 (mod 2) ve X =1 (mod 2) gibi iki tane ¢dziimi
oldugundan f(X) =0 (mod 54) kongriiensinin ¢oztimleri

X =22 (mod 27)
X =0 (mod2)

ve

X

22 (mod 27)

X =1 (mod?2)
sistemlerinin ¢oziimleridir. Birinci sistemin ¢oziimit X = 22 (mod 54), ikinci sistemin ¢ozimi
ise X =24 (mod 54) seklindedir. Boylece 5X2+4X +7=0 (mod 19) kongriiensinin ¢oziimleri

X =22 (mod 54)

ve

olur.

Soru 4.

(a) X2 =713 (mod 1009) kongriiensinin ¢cézimii olup olmadigina arastirmaz. (713 = 23 x 31
ve 1009 bir asal sayuder.) [10p]

(b) p ve q iki farkl asal sayr olmak tizere p=3 (mod 4) ve ¢ =3 (mod 4) olsun. Buna gore
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gosteriniz ki X> =p (mod q) kongriensinin bir ¢ézimi vardir ancak ve ancak X 2=y

(mod p) kongriiensinin hi¢ ¢ozimi yoktur. [15p]

Coziim. (a)

713 T O e .
(W) semboliiniin degerini ariyoruz.

<n3)_<23><31>
1009/ \ 1009/ \ 1009
23 31

oldugundan (W) ve (W) sembollerini ayr1 ayr1 bulalim.

—_

11504 <1009)

Q§;>:@_ 23

ve
oldugundan

bulunur. Diger taraftan

1009 31
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ve 17=1 (mod 8) oldugundan

() = () (57) = ()

olur. Fakat
() =0 (3) = 3)
17 7 7
ve
37 =33=27=-1 (mod 7)
oldugundan

() = (37) =

(s5) = (7o) (sag) = (01 =

bulunur. Buna gére X2 =713 (mod 1009) kongriiensinin ¢oziimii vardir.

(b) p=3 (mod 4) ve ¢ =3 (mod 4) ise 0 zaman p%l =1 (mod 2) ve % =1 (mod 2) olur.

()t

olacagindan (g) = 1 ancak ve ancak (%) = —1 olur. Boylece X% =p (mod q) c¢oziilebilirdir

bulunur. Dolayisiyla

Buna gore

ancak ve ancak X? = ¢ (mod p) ¢oziilebilir degildir.



