
4.2 . Dungun Yazeyler
Diferansiyel Geometrid yiizeyleri incelemek iain

Analiz kullaniriz .
Bu yirzden bir yrizey iezerinde

tammh fir fonksiyonun tureri kavramindan soz edebilmeliyiz .

Bu yiuzden yrizeylerimizin yapisal oulliklerinin yeterli olmasi

gexehir.
But :pyrizeykri simditanitacagiz.

UERM aaik f : Ut R
"

bir dsniisum iken fhin nbileseni

diizgun is f '

ye Egindenir
. Ornegin ,

m=2 h=3 Then

flu ,vk ( fnlu ,v )
, fzlu ,vl , fslu ,v ) ) ise fhin kismituraleri

3±u=(3±ui3f÷.es#ve3I=Pfe.2feu,2fef)varuesarodi
is f

'

ye
d sinifindan denir . Eger fhin her mertebeden

kismi tarwleri varsa f '

ye clinicveyaddyrindenir.

Notasyon : fu= 2£ fu = 2£ fua= 222¥
.

fun -- 3¥ vb
...

ileri Analiz 'den f diizgun Tse fuvtfuu oldugnnu biliyoruz.

Tamm : J : U -71123
ying yamasi diizgiinse ve her Cu ,vlEU

icin Ju Ile Tv vektorleri linear baqimsizsa 01
yadizentidenir

.

Juile Ju linear bagimsizdir# Her luiekuigin Taxco # 5
.

Not : Juxtfeto
'

sartain faydasini Kisim 4.4
'de teget uzayeni

qalisirken goreceqiz .

Tamm :S bir yriuy ,
T :U→R3 diizenli biryuuy yamasi iken

T
,

Shin bir yamasi is Nya S igin geqerli biryama denir
.



Dizgun Yiizey : S bir ycizey olsun
.

Shin her P nolctasi icon

PEJCUI ducal sekilde geqerli bir T : U → 1123
yoemasi

varsa Slye Iuzginycizey denir .

6 rnek : III. HE'H=Hv→H=1olmakiizeredtfatsu ' .to/s,tER }

dazlemi diizgun bir yazeydir, Gumbo D dazleminih

atlasindabi to yama olan N silk Atsu→+tu→ polinomlar

tarafindan tanimlandigr iain diizgundur we B=u→ ile

Tt=v→ birbirine dik

oldugundan
linear bagimsizdvlar.

5 rnek : S2={ ( xiy ,zlER3 1×2+5+22=1 } karesiduzgienyiuuydir,

aiinkii atlastati One F yamalari olan ;

T ( O ,H=( costar
, cosuasinlfsinl ) re

F( 0,41=1 - 650am
,

- sin
,

- asosiil ) trigonometric

fonksiyonlar turafindan tanimlandigendan diizgundiir re

her ( 0,41 -CU={ ( 0,411-1720<42 we oceczit } igin

Hoxie11=60170 yani Toxtq # 57 dur
.

irnele : S={ ( x ,y ,z)ER3I x2ty2 =L } silindiri de diizgundier,

aankii atlasindaki ihi yama da Tluiekkosu , sina.ie ) diizgiin

fonksiyonunun kisitlanisidir we Ju=( - sina.com/o)ileJv=( 90,1 )

birbirinin Kati oloemazlar
.

Yoni
, Tune My diizenli yamalarder.

inerme 4. 2.6 Diizgiin bir yiizeyin geccisi deiniisiimleri

de diizgiindiir .

ispat : Kisim 5.6
'

da verilecektir
.



"

Onerme 4. 2.7 U
,

it E 1122 iki aqk ve T : U→R3

diizenli bir yama olsun
. Q : U~→U 1-1

,
orten

, deiagiin re

tersidiizgrin Lshiisiimciniin tanimladgi F= too :T→R3

yamas da diizenltdir
.

ispat : F diizgiin , auntie Tci durgin fonkstyenunbilestesi

de oayletir .

( u ,v)=Q( I , E) we Tlunekfhi , a)

oldugtendan

FF-ua.at#rvfueFy=kyTu-ETL.eldeeditir.BoyleeeFuxFu~=

|3÷ 2£12¥z÷/ ruxra our
.

* 1) I → Jakobyenmatrisin determinant

Kalkiilu 's ⇒ 4 , we 42
,

Ronin ihi aaige arasinda

deigundonusumler
Ese J( 14042 )=J( 4

, )J( 42 ) ?

Barada
, Yi= love 42=15

'

Eken HJCQOOTYKIJGHHJCFH

olduajundan JC 154 = JCIOT
'

olur
.

IJCODIFO oldugfundan
J deisenk ise 0uxJvt5 ⇒ Fax Fonts olaagi

iain F da diizenkdir .

Tamm : Eger t.ve F diesenli yamalari buiinermedehi

gibi fir ikstiyesahipse ( yani 1-1
,

orten
, deigunveterst

diegan bir Q geatsdonueumii Iain Ft ,v~)=T( Ollie,~vD

ise ) F '

ya Thin Trusts ad verilir .



Bu durumda Q 'yd reparametrisasyon

domisumiideni

Ayrica ,
T da Thin bir repararnetrizasyonu olur

.

Gte yandan ,
T :U→SnW vef : T→snT

S deizgun yiiseyinin Eki diisenti
yamasi

olsun
.

VEU

re TIE aaklar , iain TWKFCF )=SnwnW~ rise

01=5
' of :T→V geatedonueumii 1-1

,
srten

,
diizgun

vetersiduzgun bir fonksiyondur. ( Bkz
.

ronerme 4. 2. 6)

Ddayesuyla ,

TW
ile Fly kisitlanmis gamelan

ttrbirinth reparametrtsasyonudur .

Prensip : Eger ber otellte diesgun S yrizeyinin
diisenk her yamasi Egin tammlanabitrsevereparametrisasyon
attendee deftsmezse Shin birozelltgi olaraktanimlanabikr

.

KABUL Bandon sonra diiyun yiezeyler he

deioenk yamalar ele alenacaletir
.

yiizey = diizgunyusey
yuma = diizenk Yama .

AKST belrtilmettteqe turn yiiseyler
"

bagtantih
" Kabul

edikaktir
.

Yani
,

Shin herhangi ihi noltasi
,

tamamen Shin

icinde yatan bir egrtyrk birketirilebilirsuana Kadar de

aldigemiz oiinekler arasinda seeded gift koni tepenottas,

qikarildiglnda bagtantih olmayan tir grey
"ornegidir.

Her yiizey bagtantih yizeylerin birkeimi oldugiendan yeizeym

yenel oulliklert baejlantih kismi kullanilarale qaleglabilir .



0¥ flxiy ) diizgcinbir fonksiyonise S={ Cxy,HER3lz=flxy)}
kiimesi deizgin bir yiizeydir , goyleki

:P
:R2→S ,

T( une )= ( u
,

a ,f( and ) fonksiyonu 1-1
,

orten
,sareklidir .

Fkxiy ,z)= ( xiy ) de sarekli olduofu iain T biryamader.

U=R2
,

W=R3 igin Uik SNW homeomorf oldugiendan
S

,
atlasinda seeded ( T

,
U ) olan tir yrizeydir.

f diizgun oldugundan J da diiyundur. Africa ,

Ju=( 1,0 , fu ) ik Jv=( 0,1 ,fu ) liner bafimsiz  ° Hugiendan
T dazenkdir

.

Shin atlasindahi her yamadizenkolduofundan
S diizgun bir yrizeydir.

Bu seekilde tir Got diizgiin yiizey e He edilebilir
.

* flxiykx ise elde eaten yiezey ilk

diizgrin yiizey ornegimiz olan D={ ( x ,y , × ) lay ER }
diizlemidir

. ( ×,y ,x)=×( 110,1 )ty( 0,1

,0)=xu→tyv→
ve u→ . 57--1.0+0.1+1.0=0 yani EL # ' dir

.

* flx ,y)=x2ty2 ise elde edilen diizgiinyiizey

-
.

µ § eklinde bir grafigesahiptir .

Y



4.3Dii2giinDonuEamlerrSnveS2duzgunyuaey1erolsun.Simdiyekadar0klidu2aylanmnCRMa4ikatthumellrTarasindaduzgundonuEamlerinnasiltanim1andiginiogrendiE.BunukuHanaralSiikSzarasindahibtrdonuEumundii2gienolmas1kavraminitanimhayacafHTemelprensi6imizgeregi6ununtcintaniminreparametrizasyondanethiIenmediginigostermeligizJiiUi-S.nWiveTz-Uz-SznWzTEiyamaolmakuurefr.Si-SzdonuseamiiTzlofoTiUi-Uz.yiverir.F.Fzsirasiy1aT.OzhmreparametrizasyenlariQii.Tli-Uiuedzr.TlTUzreparametrizasyondonueum1eriiseloIFIofoF-FzloTzoTiofooioofloFayoTIofoJ1oQiFilofoFiduzgundur@rIofoTiduzgohdur-XJzlofoJidonuEumununduzgunolupolmamasireparametrTzasyondanbaofmsizolur.Buyu2den.egerJzlofoT1duzgeinTsef1qij.filUiHTzlUddii2gundonuEumdurdenm.XEger.S

,

'

in her J ,
:U , → SMW, games, ism f/qµ

, ,
diyun

ise ftp.kzgun_denr .



-
-1

U , % T ,

Kofor ,

X ¥ UZ

4-
f 01219 / →

reparamettrizasyon
# reparnmetrizasyon

~ ~

17 S
,

Szr(J2
Uz

~
~

U
, 11111 Ti

=→of of

Uyan : Barada

Tania S
, re Sz diigun , f :S

, → 52 1-1 he orten olsun
.

Hem

f hem de ft diizgun Ese ftp.birdifeomorfizmoedenir .

S
, ileszarasinda bir difeomorfizma versa S

,
ik 52

'yedifeomorfik_guy
denir

.

'  U

,



BID= { ( x ,y,HER3/z=x }
ilefkxy.HR/z=x4y4yiizeyleridifeomorftur

, qunbi

f :D → S
, f ( are ,u)= ( uiu ,u2tu4 fonbesiyonu;

as
of

oB
( uivk ( uie ) birim fonksiyonunuverdiginden

diezgcindur ve diizgun terse sahiptir .

Sort g : D -75
, g( uie ,ul=( are ,u,(u-ut+u2 )

bir difeomorfizm mi?
TT

of
'

( x ,y , x2ty2l= ( xty , y , xty ) = ( u
,

a
,

u ) oldufundan

g
11 we irtendir

. Africa ,

• to

go
B 1

uiv1=tj(g(
are ,uH=B"( are

, a,aut+u4=(u⇐u,v)

fonksiyonu
,

Flu,vl=u - u ve 61 une )=v polinom oldiegundan, diizgindur
.

• tjog '
o Ts ( x ,yl=fjl(g' ( x ,y,x2ty4)=rjl(

xty.y.my/=lxty,y)fonksiyonudapolinomlartarafindanbelirlendigindendiizguhdiir
.

Bu yiizden g
de bin tasha difeomorfizmdir .

Sort h : S→D
, hlxiy,x4y4=( xty ,y2, xty ) fontsiyonu

bir difeomorfizm miter ? Hayer,
gantu h 1-1 deojildir.

h( 0,1 ,
11

= hlo
, -1,1 ) .

Ashnda
,

horten de defil,
mesela

h( x. y ,x2ty4=( 0
, -1,0 ) olacalc YER yod .

• Tjlo hors ( x. yklxty ,y4 diizginoldufundan hde

diizgun tir doniieumduer.



"

Onerme 4.3-1 f :S
, → Sz difeomorfizmaolsun .

Eger On ,
S

,
azerinde gecierli bir ycizey yamasi ise

fon de Sz azerinde gegerli birycizeyyamasidr.

Espat : S
, we Szhin birer geaerliyamaylasrtuldiigiiniiKabul edebiliriz . Bunlari sirasiyla Te : U , → RB we

Jz :Uz→R3 He gosterirsk fdifeomorfizmaoldigu
iain Flu ,vl= Jztofo J

, ( uiv ) 1-1
, rorten

, diizgunve
tersi drizgun bir fonksiyon olur

. foT|( uivk Tz( Fluid )

yamasi Eonerme 4. 2. 7
' den dolaye geqerlibir

yamadir .
D

YerelDifeomorfizmar.fiSiTSzdiizgiindonusiimolsunEgerherPEGiginPlyiiserenveasagidatilerisaglayanbir0CSiaqkatthimesTvarsaflyeyereldifeomorfizmadeniriMflO1ESzaaiktir21f1or.6-flO1birdifeomorfizmadrr.lBiryineymR3hinaaikattbiimeleriylekesisimideyaniyu2eyinaqkaltkumebrideyeizeydir0.7@HerdifeomorfizmabiryoeldifeomorfizmaderC6-SiiaiD.Ayrua.ergerfhinJitngoriintuscinekisitlanisi1-1ise0nerme4.3.l

yerel difeomorfizmalar icon de

geaerli olur
.

-

or : D= { ( xiy ,zlER3|×=o } yz . diizlemi ve

S={ µ 1×2+5=1 } silindiri olsun
.

f : D → 5
, f ( o ,y,z)=( cosy , sing ,z) olsun

.



fdoniisamujduzlemdey-eksenineparalelbirdogruyusilindirinetrafinoesararo.Z.yBudogrusilindirinetrafindabirdenfa2loeturyaptigendanft1degildir.Buyu2dendifeomorfiwno_amaz.AEagidafhihyeneldifeom_fmaHugunuidecegiE.DhinatlasindasadeaYn.R2-R3.QluivKlquidyamasivardir.ShinatlasindaU-CoRitlxR.T-thTkTxRiveTr.lR2TR3.MiiiEkCasuTsinii.v7olmaEuweCUiTu7veCTe.T1u4yamalarivardir@PCoabEDun.a

,
Thin aift Kati degilse

2nI<a< 2 # IT olacak bit NEZ vardir
.

2nI(u(2( NHII isartim saglayan ( are )ER2 igin

f ( Kurt )=f( 0 ,u,vl=( cosuisinu ,v)=T(u-2nTiv ) olur
.

O={CO,y,z1ED/2nI<y(2(atHI}C
Daaigi igin

Z^
2 Y j

3 - €,I• •
• ( u-2nI,V )( a ,v ) Hu ,v) FCNI

2nF 21hAM 2nF 21mi )I .

.•: -

Y
> 0 2T

U c- 1122
0 × fl 01



f µ
:O -7 fl61={ flaunt|2nICuC2C ntillt }=T( U )

,

ciunku
" f- ( 0 )u|a)=J( u -2nF ,v ) re O<u-2nt< 2T

.

⇒
- ( 01=01 Ul auk

2) Fofoll : { ( u ,v)ER42nI< uczlntttt ) }→U
( uiv ) - ( u2nI,o )

fonksiyonu polinomlar tarafindan tanimlandigi iqindizgindur .

e-
'

of "oT : U → { ( u ,vlER42nIcu( Until 't }

( uivl → ( ut2nE ,
v )

fonksiyonu da
ayni sebeptendetzgum olur

.

Yani
, fly bir difeomorfizmadr .

P= ( 0
, a. 6) ED iken a ,

thin teh Kati degilse

PE@={ ( au,v)ED|(2nt)I(u( anti )I } olacale fir OGD

aaigi vardir
.

Bu taktirde f (5) =J( UT olur
, aunkii

f ( 0 ,unel=T( u -2nA ,v ) re -I<u-2nE±
Benzer Eekilde fyghn da difeomorfizmoldugugoralir.

Dolaysqla , f bir yerel difeomorfizmadcr.



OI S={ ( xiy ,zlER3/ y=x3 }
j : 1122-7 S

,
Tcu ,v1= ( u ,u3 ,

a ) deiyin
bir fonkstyondur , qcinku a ,u3 ve re polmomdur.

Y : R3→ R2
,

Y(×,y
,

zk ( × ,z ) diiyin
bir fonkstyondur , qiinbu × ve Z de polmomdur.

U=R2 iqin JCUKS oldugiendan W=R3 Iain

TCUKSNW elde etutir
. Dayan fonlstyonlarsaretli

ddugfundan U=R2 He SNW=S homeomorf olur, Gunter

J "=4|s '

Sir
. Dolayisiyla Stir yrizeydr.

Ju=( 1,35 , o ) Tv= ( ° pill tirbrrmin late olmadgi

igin Tu re Tv dogrusal bafimsizdr.

T diizenli yamadr.

Shin tek yamasi ( J
,

U ) oldiigundan S dirgiin biryireydr.

Eddie Herhangi tir diizkm Slye difeomorftur .

ispat= D= { ( aibistgt
,

aztbzstczt ,
a,tb}stest )/sitER}

diizbmi ; A=(
anaz.gl/B=l6ubz,bsl,C=Ceucz,G

) item brvbirinedite

OF ileoc
'

birim vehtorleri kullanilaral tanimlanabiliyordu .

$ ( s.tk Ats # + toe D dizleminih tek yamasiyd .

D S
a f a

#GH →Thiery
cost , wivl=( s.tl

F '

of °Q

f ( as .tt = f ( Ats # + toil = Tls
,t)=(s,s3H



fonksiyonu difeomorfizmdir , quintet Fofo $ birim

fonhcsiyondur.

enemy S={ ( xiy

,HER3/Z=g(x,y

) } diiyiin

yiizeyi ( yoni

glxiy
) diigunfonlcsiyon) hair deizleme

difeomorftur .

Tspat : T : R2→S
,

T(uiv1=(

uiggcuiel
)

,

yamasi
Shin atlasindaki tek diizenli yamaidi .

D Sµ*s.tt#rkHTu.o
,( s

,
t ) - - - - - - → =L sit ) alirsal

Flofo Q birim

f ( ollsitl ) = Tlsitl difeomorfizm olur
.

D



or : S={ ( x. % HER 31×2+5=1 }

T={ ( × ,y,zlER3/ z=o} he

f : S→5
, flay ,H= ( x ,y,°/ olsun

.

Shin

yamalari
; TC uiek ( aosu

,
smu ,v )

,

U ,=( 0,2T ) XR weUz=fI ,
# XR olmal awe

d={ ( Unita ,
)

, ( Uz
, %) } atlasininelemanlandr

.

Thin tek
yamaa FCii. E) = I unit ,o )

,
I=R2

dmale awe # { ( it ,F ) } atlasmn demander
.

f diiycindur,
aintu Fiofoflu)=( cosu

,
since )

fonksiyome duzgihdur.

f@suTsmuFlcosuismuiffyereldifeomorfizmadefildohqinhihangi0CSaakatthamesinialersakalalemSyiuyoHuguiam61yahomeomorfbirUcR2aGiofvorrdirbiFlofoTCuiel-Ccosu.s

mu ) fonts

you Utan ( Fofo 5) ( Ul
'

ya
birebir defildir .



4.4 . Tegetler returner

Bir yizeyi Gates manin dofal bit yolu iizermdeki

egrileri kukanmaktir
.

Bu sayedetegetvetetordenbahsedilebilir.

Tamm : S bir
yiizey ,

PES olsun
.

P
'

den
geqen biregrinin

Pideki teget vehtoriene Shin P
'

dehi bir tegetvektoru
denir

.
Shin Pldehi tiimtegetvektorlerinin olueturdiigu

kiimeye Shin Pldeki tegetdinlemi denir we Tps He

gosterilir . ( Asagida Tpshin 2 boyutlubir altuzayoldugunu

gosterecegiz )
.

Teget diezlemini anlamak Rin P 'yi srten biro :U→R3

yamasi seaelim . J(uqvd=P olsun
. Eger 8

,
S

'

de yatiyor
ve t=to aninda P

'

den geqiyorsa ultokuo
,

vltokvo

re to civarindahi her t Egin 8ltl=T( ucthutl )

olacak { ekilde ultl He vltl fonksiyonlar, varder
.

Bunlarin diezgiin oldugienu Bohim 5.6ha gostereceejiz .

Tersine ,
t  → ( ulthvltl ) diiyrin fonlcsiyonuvarsa

Jltk T( ulthuut ) formutu Side yatan (diizgun)

bir egri tanimlar
.

inerme 4. 4.2 J :U→R3
,

Shin P noltasin ,

or ten bir yamasi ,
T( uoieokp okun

. Tps kcimesi

Rein ; Talcum
. ,

ik Jaya
. ,w ,

rektorleritarafindan gerilen

altuzayrdir .



Quiz Sorusu : S bir yizey ,
OCS agile altbumesi

olsun
.

0 da bir yizeydir , gosteriniz .

Yanit : 0
'

nun aqik olmasi R3' an tir W acnk

alttumest Egin 6=Wn5 olmasi demettir
. PEO

iken S yiizey olduqundan plyi iaeren tir WpER3

aciiaf igin T : Up → SNWP homeomorfizmivardr.

1123 'tehi iti agigin kesisimi de agile olacagtndan ,

Onwp
E R3

atttuimesiplyt Taren fir acnktir .

Jsiireklioldiigundan Vp=F' ( Onwp ) de R2'nintiraaigider.su
halde ; Mvp : Vp → On Wp

bir homeomorfizm olacagi Egin 6 bir yiizeydir.

ODEV : PEO ise Tp6=TpS
'

dir
, gostermiz .



Komut : VHKTC utthvltl )
,

S azerinde bulunan ve Pden

geqen diizgiin egri olsun
.

5 = Jail + Fei olur
.

Yoni
,

8hm jltokpidekitegetveletoru;

Hok Ju ( uctohuttol ) ictoltjecultohvttd ) iltol

⇐123 ER E 1123 ER

Ju ( uttohvctol ) we To ( uttohuttol ) veetsrlerinm fir

dogrusal biksimidir , yani Tps 6u Hi nettomn gerdioji

altuzayin iainde bulunur
.

Esitlioji gestomek ism ,
bu altuzaydan hehayi

bir

W→=XTu(
ultohvltd ) + mJv( ultohreltol ) veetorunu ahp ,

Tpshin elemani oldugunu gostoelim .

ult ) := Xttuove vltl:=Mttn . Iain

8 ( t )=J( utthvltl ) egrisi diizgiindiir , ganhi Tile

u ve v polinomlari diizgnn foicsiyonlardr . & egrisinin

8 ( ok T( ulol ,v( d) =T( uoieo ) =P ndetasindaki
teget

→

vektoruSlotJuluoirdieloltfrduoiedido

)=w
olur

.

D

Uyari

:$
diizgun oldugundan ,

J deizenli ve dolayisiyla

Ju ile Tv degrusal bagimsizdir . Bu garden gerdikleri

Tps altusay , 2 boyutludur vetoed denir
.

2) inermenin Tfadesinde T yamasi kullanildgl

iain aok acute olmasa bile tegetduzlemm kullanilan

yamadan bagimsizddugu Tps
'

nih tammindananlaglmaktadir
.



3) Shin JC uo.ro/=P'dehitegetdu2leminin6aziolan
x Pvektorler ; u → The ,Uo ) ve v → Tluo ,v )

parameter

egrilerinintegetvektorleridir.xlul-JCuivo1.pCvKJCuo.r4veuluoKP-plvdoldngundanxluoKTuCuoiro1vepsCvokJeCuqvo1o1ur@f-S-5diizgiindonusumuvePESverilsinwETpSiseJltokPo1aoaEbir8CSegrisiiainw-sCto1olur.FttKfC8ltHegrisi5yrizeyindeyatarueFCtokfCPlidengeqer.D.layrsigla.w-FltolETfcp5olur.Tanimr.Dpf-TpS-Tfyp5.DpfCwl.iw.doniisumunefhi_nPnHyturgidenir.Uyari.Tanimsadecef.P

we w
'

ya baflider , wlyevenen
8 egrtsine degil . { syle ET ;

T :U→R3
,

Shin P 'yt Otten bin yamasi ,
Mu . ,vokP

olsun
.

F=T→R3
,

5hm flpllyi otter bin yamas , ise

F : -=FofoT : U → I
,

Flu , # ( Fluid , Eluiel ) diizgun
olur ve FOF luivl=foJ( nine ) eke edilir

.

W=XJu( uonoltpefeluoivd ETPS elemani JHKTC ulthuttl )

egrisinin P
'

deli teget uektoni olsun
. ( iettokliittokm )

Fltkflrltll =f( Tlutthvltll
)=F(

Fluittntl ) )

egrisi f CP)
'den geqer we 5 izermde buluniur

.



~

Dpflwkjtlto) re HtkF( EEH.tl#hvtI )
u T

olduajundanuY-FyCaioiiol.iiHoltFyfioiio1vTtolo1ur.ii-2sIu.ut2E.v-iiltol-2Ihum.pt3Eehu.mMvi-2FuzutgEie-7iettok2sFIhu.mxtFEehu.iyMDolayrsiyla.uTveLtorif.P.Xvem1ye6aw1yaN0ITpShinba2iolaraLB-f2luol.pCvoMkiimesinisTfcm5hinba2iolarakdaECuo1-FuCuoidvepslvoKFyCuo.vo1olmaLuzreBIsEluohpiCElHiahrsaEgherwt-Xxluolt1upCvdETpStegetreEtonincinDpfaltindatigonintusiinunii-tsIkuw.AtFEhu.mmlEuiHtfFh.nptfEkuw.Mlkvolseklindeo1duofugorutarki6oylece@bioHIIIEk.lw3psekeedtnFhinJakobyenionerme4.4.4.f

: 5 → § diizgan =) Dpf linear
' dir

.

Tspat : Yukaridati 0 matris qarpim , lineerdiinuoimuerir .



¥ S= { ( × ,y,zlER3| ×2ty4z2= 1 }

U=tE, EK 10,2¥ •1ma{ awe J :U → S
,

Jluiek ( cosu cost
,

aosusmv ,
Smu ) ydmasim abalem

.

2¥
it

nz

T

¥→⇐E
⇒ -

i.fm?fTdaotYoE**

. .

.• .

-

* eat **
.

:(•÷Y÷d•¥µ**%**⇒¥*dYtth@rF.y
+42 y

.

.

G)
P

'

•• v=tY4k¥
-4

→ U X
- tyz u=o +42 P= ( FYZ ,f4z ,

0)

•ulsksv6)=EgiseXGKTG, '74l=( kkcosgpyzwss,
sins )

qemberi Skiresiyley=x,
diizleminin kesisimiyken,

a.

UHKOvltktisepltktlo,tH cost ,snt , o )

qemberi S kieresiyle to deizleminin kesisimidir.LCokfesinoiesino.com/=(0,Q1l;BlM4l=fsintk,cosFg,o1=tr4z,r4z,o).w'=tf2,rz,2)vektiniiJ(o,Igt=PnoktasindabirtegetveEtoradur*giinkiiw'=2pttk)+2xCo1vektiiriiJltl=J(2t,2tttl41=(aos2tcos(2tttkd,cos2tsin(2tttkd,s:n2t)egrtsinint=oIakitegetvektiriidiir

:

FCO )= Jul 0,4g ) . 2+46,441.2
- W amberi

£101 °p( 441



OI S= { ( x ,y,z1ER3/ z=x } Mauk ( uigul

5 = { ( x ,y,z1ER3 / z= x2ty2 } Flat )=( unit , century

f :S → 5
, f- ( une , ul = ( are ,

u4u4 olsun
.

F( uiek F #Kun ) ) )=F' Cuie ,u4o4= ( u ,u ) olur
.

F birim fontsiyon oldugundan fire f
"

deiyundor.

P (a)=T( uo
, a) = ( no

,
ie

,
uo )

pilot
( 0,1 ,

o )

L ( at Tcu ,
v. K ( u ,

v .
,

u ) x ( uok (1,0/1)

Tps = {Xinluoltpeplu. 1
14MER}={ ( 7 ,m , 11/7 ,µER}=S .

w= Xin #ltpepdvd ETP (5) vektorii JHK T(7ttu°
, Mttuo ) egrtsinin

teget vektorudur
; Gantui w=j( oldnr

.

FCt/=f(HtH=( Xttuo
, mttuo ,

( Attuottlmttuot ) olur
.

fifth ( X
, µ ,

2( Attuol
.

7+2 (

pettud.pe/oldugeundanT=Dpf(w)=F(ol=( X
, µ , 2Auo+2µu° ) elde edilir

.

I( It f ( xlull = ( u
,

v.
,

u2tvo4 El uok ( 1,0 ,
Zuo )

flat f ( plvll = ( no ,u ,
uo4v4 pilot ( 0,1 , 2%1

olduojundan w~= Xl 1,0 ,2u°1+µ( 0,1 , 2Ud=X Eluoltpepilud

www.fj#oHD

t.mil#EEEiiIi.EiEnYeDitoIP=(*qI.uo
)



OI D= { ( x ,y,z1ER3/z=xt1 } 12=(0,0/1)

Dhin Pideki teget usage = ?

M uivk ( uie ,utH No ,°l=( 0,911 =P
'

dir
.

Tulu ,vK( 1/0,11 Tulu ,vl=( 0,101
oldeigundan

,
Dhm

Pmi tegetdiizbmi , TpD={( X.pe/H17,mER} selhndedir .

DE 1123 ( Afm may) (TPD ,t ,
-1 E ( R ?t

,
. ) vektor

&=(him # ⇐P→a=( x.mx ) ETPD
" Mti

. :TDp={PTTIQED} # { aPECRZT
,.tl QED }=TpD

orton

• PQTTOPAT= PT ( burada Q=QHQ2 - P )

•

k.AT?=P#(buradaQ'=kQ-lkHP
)

d ,

P=( Pnipd Qi= ( Un , y ) Qz=( uz ,vz )
a >

Q a

> Q=( uituz - Pi , vitvz - pz , uituz -

p, +1) ED
.

t
.

Qz ×- g- ¥+1
( TDP , 0,01 He (TPD ,t ,

. ) izomorf vektoruzaylan



Enerme 4.45

it f :S → S birimdonaaiim ise Dpf:TpS→TpS deoyledir.

iil fe : It Sz he fz :Sz→Sz diiyun domioimkr ise

her PES , iqn Dplfzof , )= Dgqyfz o Dpfe
'

dir
.

iii ) f :S ,→Sz difeomorfizm is her PES, iain Dpftersinirdir.

Kanut : it AGK
.

iil WETPF ,
S

,
uiermdeki 81 efrisihm Pnoletasindatiteget

veletoru olsun
. O zaman

, Dpfi ( w ) de Sziizerindeti K= # ( Te)

egrisinin tegetuettsrudir . Ayrica , (Df,g, ,f2 o Dpf, )(wl veltirii

53 = fz( 821 = fzof , ( 511 egrisinin tegetueltonadur :

s , #sz # S
} Tpsr¥tTf.us#kTt.wms3

J
, → K→ 83 W → Dpfilwl → Dgg,fz( Dpfilwl)

Dplfzof)
s

,
¥, 53 Tpsi - Tfdf.WS olur

.

p(kof ,)( w )

#
8 , → Fz w -→ D

Her WETPS, iain Dpfhofi) ( wl=(Df,(nfzoDpfi ) ( w ) olur
.

Iii ) g : Sz → S
,

diizgundonuEumufhinter5isefogiSz-Szvegof.Si-Sibirimdonuaimlardir.ilueiil1deyDp@ofl-DfcmgoDpfDfcmlfo9l-DpfoDfcp.g

} birth ↳nioim
olacaajendan

Dpf ile Dfcp,
g doniisiimleri birbirinin tersi olur

.

D



inerme4.4.6fiS-s5diizgindonuaimo1sun.fyereldifeomorfizmdm@HerpESiainDpfiTpS-Tfcpy5tersinirdirHenko1arakizomorfizmdiD.ispat.tjfyereldifeomorfi2mvepESolsun.O2amanSininaYiFgexenbirOagikaltEumesivardmtifCO1da5hinbiraqkaltEeimesTdirnefy6n.6-fCO1birdifeomorfizmdir.Enerme4.4.5liiil1denDpHhdiTpOtTAp.ftdtersinirdir.Buise.TpO-TpSneTfcnfl0kTfcpPoldu-gundan.DpfiTpS-Tfy5hintersinirolmasidemettirfTersfonksiyonTeoremigereEtirdigindensonraverikcek.0ISi-srCxiyiHER3Ix-o3jSz-kx.yiHER3Ix2ty2-M.P-COpMESivefiSHSz.flo.yitKlosy.siny.ZliginDpfiTpSi-Tflp1Szbirimdoniiium.fdifeomorfizmdegilamayoeldifeom.r

fizmdir .



4.5 .

NormalterveYonlendirilmeBirSyusegininPESnoktasindatiTpStegetdiizleminedikikibirtmveEtorvardr.Paun1ardan.J-U-R3yamasiilee1deedilenNj-TuxT-vektoriineShinp1dekistandartHTuxTv1lbir_mn@denir.CBuradaJluo.vokPolmakieweTuueJvgosterimiTuluoivdveTpeCuo.vo11inkisaltimatamaciylakul1ami1miEtirDUyariiNgtegetdu2lemininaksineT1yabaghdrrFiTl-R3yamasidapgiortayorsa0nerne4.2.71de01geaisdonuseumuveJl01onunJakobyeniolmakuzoeFuxFy-lJHllTuxTvesitliginingeqerkolduajunukanit1amistikBudurumda.Nf-t-Nrolur.BuradakiiearetlJloNdeterminantininisaretidir.Tanimi.Syiezeyinini4indekiyamu1ararasigeGisdonuEumlertninJakobyenlerTnindeterminantlaripo2itifolacaksekildebiratlasivarsaSlyeIrlebilirdenir0ITekyamayasahipS-slxiyiz1ER3Iz-fCx.y

) }

diizgiin yiiseylerinin hepsi yonlendirikbikr.



inerme 4. 5.2 S
, hair snake toenimdasi roulette

bir A atlasma sahip yonbntrilebitir tiryiezey
olsun

. 0 zaman
,

Shin her noletasina Ahn herhangi

bir yamasimn Standaert 6mm normaleht ilistiren

foiesiyon diizgiindiir.

Tamm : N :S →
1123 dionusumunun her bileeeni S→R

diizgun fonksiyon is N' ye deizgun dtnuaim denir
.

Tamm : Eger Sinn her p noltasi igin TPS
'

ye
dik bir Nlpl brim vettsra veren Air N :S→R3

diizgun doniisumu versa Slye yornlendirilmisyiizey
denir .

Not : 1)
"

Onerme 4. 5.2 yionlendirilebilir biryireym
ysnlendirilmis oldiigunu gosterir

;
Guntur Nlp ) olaralc

herhagi  bin T
yamasinn pdeki standout 6mm

normalini alersal N :S → R3
, Nlpk Ndp ) diizgundinusumiinuelde

ederiz
.

2) Tersine
, yonlendirilmie her

yauy deymlendirilebilir.

Bunn gsrmel iqih Shin bir A malcsimal atlasini

alalem
.

TEA iqm Juxtv fretteralani ) Nhin

Thin gorantusundeti her nottasinda pozitif fir dati

ise T.ge tutahm

yobsa
A' dam atalem

. Boyle
elde edilen atlastahi yamalarm Jakobyenlermm determinant

poritif olur
.

( Eda : Yamalar him bratlas nor ? )



"

Or : Mobius band . bir l dogru paraasinin

Porta
ndetasinin thrcamberetrafindaasagidati

bigimde dsndiirutmestyle elde edilir :

• P qember etrafinda bir tur
•

•
• •-•

P •
•

• • •
•

• atinca l beesasagi olur
.

Gemberi xy
- diizlemindehi x2ty2=1 birim qemberi

alersale
, llyi de orta noltasi P= ( 1,99 , uzunlugu Ive

Z - ehsenine paralel olan dofru parqasi alersak

Msbius bandenin bir pareemetrizasyonu { a { etildebulunur
.

P qember etrafinda O radyan donuna l
,

P

etrafinda 012 radyan toner
.

l dogrusu ztksenine paralel oldugindandogrultu
vektoru ( 0,0111

'

dir
.

P= ( 1,901
' dan gegtigi Tam bit

parametrisasyonu ( x ,yiH=( 1,0 ,°1tt( 0,911 §eUmdedr .

Porta noheta olduajundan l={ ( 1,0 ,t1 I

-¥tE1
} blur

.

Pt- Uuoitlhm qember etrafmda Oradyandonmesi
sonucu elde edilen noktanin koordihatlari :

rlt ,O)=( f-tsmE)c°sO,(ttsmf)smO , taste )
k

olur .

U={ ( t ,OlER2I -

' KETEK
,

ococzt }

T= { Lt ,O ) ER2| - Yzeteyz ,
- TCOC I }



iqin ld= { Coia )
,

CT
,

d ) } atlasiyla 6 ,rkEte

Mobiles bande bir dizgiin yiizeydr ( EDEV ? )

T( 0,0 ) noktasindeeki tanevler § u { elildeder :

Jtlqokfsincfzcosl ,
- smQzsmO, asf )

jf( 0,0 )= ( - since ,cosO ,
0 ) . Dolayisiyla

0+(0,01×0010,0) =(-asOas0z ,
- smOcos0z ,

- smdz) olur
.

Bu veltorun boyn L oldugundan Ny
'

ya eeittir .

M Mains band

Inta
olsayde ,

N' nin her noletasinddbir

brier
weren

diizgiin bir N : M -71123 tonusumii olurdu .
Ozaman

TC 0,0 ) nobtasindati brim normal N(T( o.O ) )= XCO ) Nj
olurdu

.

N diizgin oldugundan X : ( 0,2 # → R fonksiyonu

da diezgun olur
.

Tki normal de birim

uzunluletaoldugundanXC 01=71 olmak zorunda
.

X

siireklioldugundan
ya hep 7C 01=1 ya da XLOKI olur

.

Her OECO , # iqin Xl 01=1
, yani NC No ,oH= Ng ise

Tloio ) = TC 0,2k ) noletasindee
,

N=hy→o+ Nj= (-1,0/0) re N= ghjmz
,
.Nr= (110/0)

qeliskisi elde edilir
.



Boium 5 : Yiizey
"

ornekleri

5.1 Seviye Yuzeyberii
f- : R3 → R diizgun bir fonlstyon o/ma{ iizere

S={ ( x ,y,zlER3 / flay , 2-1=0 } kiimesine

seviye giizeyi denir
.

Thal : f ( xiy ,zl= glayl - Z ve glxyldiiynn .

Theorem 5. 1.1

SER3 olsun . Eger her PES iain plyi therein

bir W E R3 agigr ve f : W → R diizginfonbsiyonu
icin i ) Snw = { ( ×

,y,HEW|f(

xiy ,z)=0 } we

in of ,=pK¥×, 2¥ , 2£)y ,

to ise

S bir diizgiin yrizeydir.

6- 1) Dazlemler : Her DE 1123 deizbmi W=R3
,

flxiy ,z1= axtbytcztd we ( a. 6,4+(0,0/0) olmal awe

D= DnW={ Cxiy ,HER3If( xiy , 2-1=0 } seeklindedir
.

Tf= ( a , 6. c) tlqoiol olduofundan D diyunyrizeydir.

N : D -)R3 sabit fonlcsiyonu diizfundur .

p → Nlpk It ,=laa!YhftE
Her PED iqin TPD,

D 'ye parallel orijmden geaen

diizlem oldugiendan Nlp) LTPD olur
. Dysnlendirilmisyu

=_

"

zeydir.



Or : K={ ( × ,y,zlER3| x2+y2- 2-2=0 }\{ ( go ,o ) }
W=R3\{ ( 0,0 , 01 } ve f ( × ,y,zl=x2ty2-z2 icon

K=KnW= { ( x ,y , HEWI flxiyitl =D } olur
.

Ayrica , Tf  = ( 2×12%-22-1=(9%01 # P=( 0,0101
' dir

olduejundan her PEK igin Tf/p +0 eke edilir
.

K= # UK konisinin ihi yamasi Ftluiekluie
,

they

{ekkndeydi . T±u=( 1,0 , that ) ve # ( 0,1

.tt#u=)idi.P=luiv,tuFtFliqm0f/p=(2u,2U,T2fuFt2)olur.0f1p.Tu==2u-2u=OveH/p.Ff=2v-2v=OoHuajundanoflpveEtoriiTpK'yadiEtir.N=K-R3donuoimiiniiNlPl=TflP_olarakahrsa4Nlxiy,zkxLE

Htfipll K¥+2.2
doniisumii ( 0,010 ) digndakinottalarda diizgiin oldeigundan
K yonlendirilmis fir yriseydir.


