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e Orneklem istatistiklerinin kesinligi.

Ozet

Gelecek Ders Icin Sorular



Bir olay1 rassal yapan sey nedir?

e Yazi-Tura:

e Bir sonraki giiniin hava sicakligin1 tahmin etmek.

Sicakhk



Olasilik Dagilimlari

Rassal olaylar i¢cin matematiksel araclar. Iki bilegeni var: ciktilar ve onlarm olasiliklari.

Ornekler:

e Binom Dagilimi

0 p olasilikla
1 1-p olasilikla

e Standart Normal Dagilim

Standart Normal Olasilik
Dagilim Fonksiyonu
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e -1.28 (%10'luk dilim)

—— -1.65 (%5'lik dilim)
-2.33 (%6l1'lik dilim)

Sekil 1: Normal Dagilvm, Kaynak: RiskMetrics™™ - Teknik Belge, s.69

1 standart sapma 68.26 % olasilik

2 standart sapma 95.54 % olasihik

1 standart sapma 99.74 % olasilik



Standart MNormal Clasilile
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Sekil 2. Normal Dagiim, Kaynak: Sekil 3: Normal Dagiim, Kaynak:

CreditMetrics - Teknik Belge, 5.70 CreditMetrics - Teknik Belge, 5.37.



Tarihsel Hatirlatma

1900 yilinda “Spekiilasyon Teorisi” iizerine yazdigi tezinde, Louis Bachelier, “piyasa
dalgalanmasinin olasihgini agiklayan bir formil” aradi. Brownian Hareketi'ni (Brow-

nian motion) tanimlayan matematiksel bir formiil elde etti.

Finans diinyasinda, Brownian Hareketi, gece yarisi bir sarhogun takip ettigi lamba 15181

olarak tanimlanan rassal yiiriiyiis olarak adlandirilir.

Hisse senedi fiyatlarindaki rassal dalgalanmalar1 tanimlamak i¢in geometrik Brownian
hareketini kullanan Fisher Black, Myron Scholes ve Bob Merton, Black-Scholes opsiyon

fiyatlama formiiliinti geligtirdi.

Bu cahisma, 1970 yili bahar déneminde, Merton ve Scholes MIT Sloan’ Isletme Okulu’ndayken

gerceklesti!



Hisse Senedi Fiyatlarinin Davranig Modeli

Wiener Stirecleri

Kisa bir zaman stiresinde , z’deki degisikligi gosterir:

Az = VAL (1)

burada ¢ standart normal dagilimdan N(0,1) elde edilen bir rassal sayidir. Az nin
herhangi iki kisa zaman araligi i¢in degerleri birbirinden bagimsizdir. Birinci ozellikten

anlagildig1 iizere Az agagidaki 6zelliklere sahip normal dagilima sahiptir:

Ortalana Az =0 ( 2 )
Standart Sapma A~ = \/ At (3)
Varvans A = At (4 )

Ikinci 6zellik z'nin Markov siireci izledigini gosterir.! Goreceli olarak uzun bir zaman
dilimi olan T’de, z'nin degerinde bir artig oldugunu ele alahm. Bu z(T)-z(o) olarak
gosterilebilir. Bu, N sayida ve uzunlugundaki kii¢iik zaman dilimlerinde z’deki artiglarin

toplami olarak goriilebilir. Burada

o4
N== (5)

2(T) = 2(0) = z sV AL (6)

burada ¢; (1, 2,...,N), N(0,1) den rassal olarak secilmigtir.

! Markov siireci, gelecegi tahmin etmek icin bir degiskenin sadece o giinkii degerinin gecerli oldugu
ozel bir stokastik siirectir. Degigkenin gecmisteki degeri ve degigkenin bugiinkii degeri birbirinden
alakasizdir. Hisse senedi fiyatlar1 genellikle Markov siireci izler. Diyelim ki IBM’in hisse senedinin
fiyat1 su anda 100 dolar. Eger hisse senedi fiyatlart Markov siireci izlerse, tahminlerimiz bir hafta,
bir ay ya da bir yil 6nceki fiyatlardan etkilenmemeli. Onemli olan tek bilgi fiyatin gimdi 100 dolar
olmasidir. Gelecege yonelik tahminler belirsizdir ve olasilik dagilimlar ile ifade edilmelidir. Markov
ozelligi, fiyatin herhangi bir gelecek zamandaki olasilik dagiliminin fiyatin gecmiste izledigi patikaya
bagh olmadigimi gosterir. Hisse senedi fiyatlarimin Markov 0zelligi, piyasa etkinliginin zayif formu
ile tutarhdir. Bu, hisse senedinin bugiinkii degerinin ge¢misteki fiyatlarinda yer alan biitiin bilgiyi
igerdigini ifade eder. Eger piyasa etkinliginin zayif formu gegerli olmasaydi, teknik analistler hisse
senedi fiyatlarinin gegmisteki degerlerinin grafiklerini analiz ederek ortalamanin iizerinde kar elde
edebilirlerdi. Onlarin bunu yapabildiklerine dair aslinda ¢ok az bulgu var. IBM’in ge¢migteki hisse
senedi fiyatinin istatistiksel 6zellikleri hisse senedi fiyatinin takip ettigi stokastik siirecin 6zelliklerini
(6rnegin volatilite) belirleme konusunda yardimer olabilir. Burada anlatilmak istenen, hisse senedinin
gegmigte izledigi belirli bir patikanin gelecegi tahmin etmekle ilgili olmadigidir.
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Wiener siirecinin ikinci ozelligine gore, €; ler birbirinden bagimsizdir, 6.denkleme gore

z(T)-z(0) agsagidaki 6zelliklere sahip normal dagilima sahiptir:

Ortalama [:(T) — :(0)] =0 (7)
Standart Sapma [2(T) —z(0)] = VAL (])
Varyans [2(T) — =(0)] = At (9)

Bu, daha onceki bolimdeki tartigmayla tutarhdir.

Genellestirilmis Wiener Siireci

Su ana kadar anlatilan basit Wiener siireci, sifir drift oranina ve 1.0 varyans oranina
sahiptir. Drift oraninin sifir olmasi1 demek Z'nin gelecekteki beklenen degerinin onun
cari degerine esit olmasi demektir.Varyans oraninin 1.0 olmasi T zaman diliminde z'nin
degerindeki degisikligin T’ye egit olmas1 demektir. X degigkeni i¢in genellestirilmig bir

Wiener siireci dz baglaminda asagidaki gibi tanimlanabilir:

de =adt+bdz (10)

burada a ve b sabit sayidir. 10. denklemi anlamak i¢in, sagdaki iki terimi ayr1 ayr ele
almak yararhdir. a dt terimi x’in zaman bagina beklenen drift oranina sahip oldugunu

gosterir. b dz terimi igin denklem asagidaki gibidir:

dr = a dt (11)
bu, sunu gosterir
dx
B 12
o (12)
veya
r=x9+at (13)

burada zy ’ in sifir zamanindaki degerini gosterir. T uzunlugundaki zaman diliminde,
x, aT kadar artar. 10. denklemin sag tarafindaki bdz terimi, x’in takip ettigi patikaya
noise ya da degiskenlik eklemek olarak da diigtiniilebilir. Bu degiskenligin miktar1 b ¢arpi
Wiener siirecine esittir. Bir Wiener siireci, 1.0 standart sapmaya sahiptir. Buradan, b
carp1 Wiener siirecinin standart sapmasi b olarak bulunur. Kiigiik bir zaman diliminde,

At, z’ in degerindeki degisiklik, Az, 1. ve 10. denklemler kullanilarak elde edilir:

Az = aAl + VAL (14)



burada, daha o6nce oldugu gibi, €, standart normal dagilimdan elde edilen rassal bir

sonuctur. Boylece, Az agagidaki ozelliklerle normal dagilima sahiptir:

Ortalama A:ﬁ = (IAt (15)
Standart sapma  Ax = bV At (16]
Varyans Az = bBAt (17)

Herhangi bir T' zaman diliminde 2’ in degerindeki degisikligin nasil olduguyla ilgili ola-

rak Wiener siireci i¢in yapilan benzer argiimanlar asagidaki 6zelliklerle normal dagilima

sahiptir:
Ortalama Ar = dT (18)
Standart Sapma Az = /T (19)
Varvans Ar = BT (20)

genellestirilmis Wiener siireci: dx=a dt+b dz

Wiener Siireci

Zaman

Sekil 6: Wiener Siregleri

Béylece, 10. denklemde verilen genellestirilmis Wiener siireci, a drift oranina (yani za-
man bagina ortalama drift) ve b* varyans oranina (yani zaman bagina varyans) sahiptir.

Bu, sekil 6’ da gosterilmektedir.



Hisse Senedi Fiyatlari igin Siireg

Bir hisse senedi fiyatinin genellegtirilmig bir Wiener stireci izledigini, yani beklenen sabit
bir drift oranina ve sabit bir varyans oranina sahip oldugunu 6nermek ¢ekici olabilir, an-
cak bu model hisse senedi fiyatlarinin 6nemli bir yoniinii agiklamakta bagarisizdir. Bu,
yatirimcilarin bir hisse senedinden bekledigi ytlizde getirinin hisse senedinin fiyatindan
bagimsiz oldugudur. Eger yatirimcilar hisse senedi fiyat1 10 dolar iken ytizde 14’ liik bir
yuzde getiri istiyorsa, diger hersey sabitken, hisse senedinin fiyat1 50 dolarken de ytizde
14°liik beklenen getiri isteyeceklerdir. Agikca goriiliiyor ki, sabit beklenen drift oram
varsayimi uygun degildir ve bu varsayimin beklenen getirinin (yani beklenen drift’ in
hisse senedi fiyatina boliinmesi) sabit oldugu varsayimi ile degistirilmesi gerekir. Eger
S, hisse senedinin ¢ zamanindaki fiyatiysa, S” deki beklenen drift orani, sabit bir para-
metre p i¢in pS olarak varsayillmalidir. Bu demektir ki kisa bir zaman siiresinde, At,
S’ de beklenen artig upSAt’ dir. p parametresi hisse senedinin beklenen getirisinin on-
dalik bigimde ifade edilmesidir. Eger hisse senedi fiyatinin oynakligi (volatilitesi) daima

sifirsa, bu model sunu gosterir:

AS = uSAt (21)
limit At — 0
dS = pSdt (22)
veya
% — pdt (23)
boylece
Sy = Spet” (24)

burada S ve St hisse senedinin sifir ve 7' zamanindaki fiyatidir. 24. denklem, varyansin
sifir oldugu durumda hisse senedi fiyatinin zaman bagina p oraninda bilesik olarak
siirekli arttigin1 gosterir. Pratikte tabii ki hisse senedi fiyat1 oynaklik gosterir. Kisa
bir zaman diliminde, At, yiizde getirinin degiskenliginin hisse senedinin fiyatina bagh
olmaksizin ayni olmasi makul bir varsayimdir. Bagka bir deyigle, yatirimci hisse senedi

fiyat1 50 dolar iken oldugu kadar 10 dolar iken de kararsizdir. Bu, kisa bir zaman



dilimindeki, At, degisikligin standart sapmasinin hisse senedinin fiyatina orantili olmasi

gerektigini gosterir ve su modele yol agar

dS = pSdt + oSdz (25)

veya

dSS = pdt + odz. (26)

26. denklem hisse senedi fiyatinin davranisiyla ilgili olarak en ¢ok kullanilan modeldir.

o degiskeni hisse senedinin oynakligini, ;1 degiskeni ise beklenen getiri oranini gosterir.

Modelin kesikli-zaman versiyonu ise

AS —
AS = uSAt + oSeV At (28)

AS degigkeni, kisa bir zaman diliminde, At, hisse senedinin fiyatindaki, S, degisikligi
gosterir ve e standart normal dagilimdan (yani ortalamas: sifir, standart sapmasi 1
olan normal dagilimdan) elde edilmistir. x parametresi zaman bagina hisse senedinden
beklenen getiri oranini ve o parametresi hisse senedi fiyatinin oynakligin1 gosterir. Her

iki parametre de sabit olarak varsayilir.

27. denklemin sol tarafi, kisa bir zaman diliminde, At, hisse senedinin getirisini gosterir.
pAt terimi bu getirinin beklenen degerini, ve oev/At terimi getirinin stokastik bilesenini
gosterir. Stokastik bilegenin varyansi (ve sonug olarak tiim yatirimin varyansi) o?A#’
dir. Bu, oynakhgm, o, tamm ile tutarhdir. Yani, o 6yle bir parametredir ki, ov/At,

kisa bir zaman dilimindeki, At, getirinin standart sapmasidir.

27. denklem AS/S’ nin pAt ortalama ve ov/ At standart sapmayla normal dagilima

uydugunu gosterir. Bir bagka ifadeyle,

ASS ~ N (pat oVAt) (29)



Neden Normaller?

Hisse senedi fiyatlarindaki rassal dalgalanmalari geometrik Brownian hareketi kullana-
rak modelleyin. Bunun hisse senetlerinin getirisi igin iméa ettigi: normal dagilim (siirekli

bilesik getiriler i¢in).

Yillik hisse senedi getirisi (u) ortalama ve (o) standart sapma ile normal dagilir. S&P
500 endeksi icin, p yaklasik olarak yiizde 12, ve o yaklagik olarak yiizde 157tir. o
oynaklik olarak da adlandirilir.

Zaman periyodunu, diyelim ki At’ yi sabitleyin. At stiresince hisse senedi getirisi pAt
ortalama ve ov/ At standart sapmayla normal dagilima uyar. Giinliik getirilerin dagilimi

nasildir?



Normal Olmayan Olaylar

Olumsuz bir siirpriz: 19 Ekim 1987’de, S&P 500 endeksi bir giinde % 23’ten fazla diistii.

Olumlu bir siirpriz: 3 Ocak 2001’de Nasdaq bilegik endeksi bir giinde % 14’ten fazla

artti.

Diyelim ki giinliik hisse senedi getirilerini tanimlamak i¢in normal dagilim kullaniyoruz.

Bu tiir stirprizlerin olmasi olasiligi ne kadardir?

Pozitif Bir Siirpriz

Index-Level

2200
1271720000 1216/ 2000 1YIV2000  1216/2000 1272172000 12/26/2000 12/31/2000 /572001 171072001 /15720010

— CCMP

Sekil 4:Nasdaq, 1 Aralik-18 Ocak 2001, 2 ve 8 Ocak’ta ani degigiklikler var.



Deger Kaybi1 Riski

r agagidaki ozelliklere sahip giinliik getiriyi gostersin:

e normal dagilir
e ortalamasi 0.12/252=0.000048

e standart sapmasi 0.15.4/252
'87 yilindaki gibi deger kaybi olasiligi ne kadardir? Prob(r<0.23)="

e Once, r’yi standart normale cevir.

r — 0.00048
X = —50004 (30)

e Sonra, r’'nin kritik degerini X’in kritik degerine donitistiir:

—0.23 — 0.00048
0.0094 ~ 2 (31)

e Son olarak, X’in normal dagildigi bilindigine gore,

Prob(X < —23) = N(—23) = 107" (32)



Normal Dagilimin Aciklayamadigi

Seyler. . .

Hisse senedi fiyatlarinda normal dagilimla agiklanamayan biiyiik hareketler (hem agag:

hem yukar1) vardir.

Matematiksel olarak, normal dagilimin kuyruk dagilimi ¢ok incedir. Geg¢miste, hisse

senedi getirilerinin kalin kuyruklu (fat-tailed) oldugu gorillmiigtiir.

Eger normal dagilima dayanarak finansal kararlar alirsak, bliylik hareketleri kacgiririz.

Sonuclar, felaket olur!
Bu, 6zellikle kisa bir donem i¢in yapilan kaldirach yatirimlar i¢in 6nemlidir.

Risk yonetiminde kuyruk kalinligi énemli bir noktadir.



Veri Analizi
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Sekil 7: S69P 500 ve Nasdaq Endeksleri, Kaynak: Bloomberg Profesyonel

Sekil 8: SESP 500 giinlik getiriler, Kaynak: Bloomberg Profesyonel



Olasilik
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Veri Analizi i¢cin Onbilgiler
Ham veri verildiginde trendlere bakin. Eger trend varsa, birinci asama daima veriyi
trendlerden arindirmaktir.
Neden?
r1, 72, T3...rN i¢in i.i.d varsayimai: getiriler birbirinden bagimsizdir ve ayni sekilde dagilmigtir.

Ne kadar ¢ok gozlemimiz olursa, olasilik dagilimi hakkinda o kadar ¢ok gey biliriz. . . .

Fakat, yapisal degisiklikleri unutmayn!



Ampirik Dagilim

1. Ciktilar siralayin. rq, 79, r3...7 N

2. Minimum ¢iktiy1 Z, maksimum ¢iktiy1 z olarak gosterin. [z, z]1 esit olarak K sepete

ayirin:

Sepet 1 7,z + Az]
Sepet 2 [T + Az, z + 24|

Sepet3 [T —z|,z
burada Ay = (7 +2)/K
3. K sayisimi sabitleyerek, K sepetine diigen r;’lerin sayisini, Ng, hesaplayin.

4. Bunu k=1, 2, 3....K i¢in tekrarlayin, boylece bir dizi sepet ve onlarin olasiligini elde

ederiz.

5. Son olarak, olasiligi yeniden normallestirmeliyiz ki r;’nin [X,x] 'ye diigme olasiligi 1

olsun.

30%
259, 3
20% ]

15% 3

Probability

10%

5%

0% T

-5%
-0.080 -0.060 -0.040 -0.020 - 0.020 0.040 0.060 0.080

Daily Returns

— Current Distribution —— Nommal-Distribution

Sekil 10. SP 500 endeksinin giinlik getiri dagilima



Kalin Kuyruklar
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Sekil 11: SEP 500 endeksinin ginlik getiri dagiliminin sol kalin kuyrugu, %5 sol tarafta
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Sekil 12: SEP 500 endeksinin ginlik getiri dagiliminan sag kalin kuyrugu, %5 sag tarafta



ortalama

varyans

carpiklik

basiklik

Orneklem Istatistikleri

capiklik = ¥

¥ iy (ri—m)*

0.2

basikhk =

(33)

(31)

(35)

(36)



Standart Hata

Orneklem ortalamasini, i, ornek olarak alalim:
ortalama:
N
H=§ i Ti

r;lerin duragan bir dagihmdan (ve ergodik?) rassal segimler oldugunu biliyoruz. Aslinda,

analizimizi basitlegtirmek i¢in onlarin i.i.d. oldugunu varsaydik.

Bu, orneklem ortalamasi p’niin de rassal bir degigken oldugunu gosterir.

e Ortalamas: nedir?

e Standart sapmasi nedir?

Standart hatalar: tahmincilerin kesinligini 6lcer.

2ergodik: limitte, bir yerdeki tiim noktalarin esit siklikla kapatilmasi, veya noktalar arasindan
yeterince biiyiik bir nokta segildiginde, her bir noktanin biitiini esit olarak temsil etmesi 6zelligine
sahip olmasi. [Oxford Ingilizce Ansiklopedisi]



Kosullu Versiyon

Simdiye kadar, hisse senedi getirilerinin dagiliminin zaman siiresince ayni kaldigini
varsaydik. Orneklem istatistiklerini, tarih kendini aym olasihk kanununa tabi olarak

tekrarliyormus gibi hesapladik.

Fakat bunun dogru olamayacagini biliyoruz. Eger olasilik kanunlarinin zamanla degistigine

inanmamak ic¢in sebeplerimiz varsa, veriyi nasil kullaniriz?

Ornegin, diyelim ki giinliik getirilerin her ay ¢, p; ortalama ve o, standart sapmayla

normal dagildigina inaniyoruz.

Kosullu bilgiyi dikkate almanin en kolay yolu orneklem ortalamasini ve standart sap-

may1 her ay hesaplamaktir.



Zaman Serisi Kaliplari

Orneklem istatistiklerinin kosulsuz versiyonu bize hisse senetlerinin giinlik getirileri
hakkinda duragan bir gortintii verirken, kosullu versiyon daha dinamik bilgi saglar.

Ornegin;

e Kogullu beklenen getiriler zamanla degisir, fakat ¢ok fazla devamlhilik yoktur.

e Kogullu oynakliklar da zamana bagh olarak degisir. Ayrica, son derece kararh

goriintirler.

e Getiri ve oynaklik arasinda negatif bir iligki vardir: piyasa inisteyse, oynaklik

artar.

Bu konular1 detayh olarak 9. derste tekrar ele alacagiz.



(")zet

Rassal olaylar1 tanimlamak ve degerlendirmek icin olasilik dagilimlarini kullaniriz.

Hisse senedi fiyatlarindaki dalgalanmalar: agiklamak i¢in normal dagilimlarin kullanilmasi

eski bir gelenektir.
Ancak, normal dagilimlar biiyiik siirprizleri aciklamakta yetersizdir.

Ampirik dagilim ve 6rneklem momentleri, veriden bilgi elde etmekte faydali olan istatis-
tiksel araclardir. Duraganlik 6nemli bir varsayimdir. Orneklem momentlerinin kesinligi,

standart hatalarla olciilebilir.

Orneklem istatistikleri hem kogullu hem de kosulsuz versiyonlarda kullanilabilir. Kogullu

versiyon veri hakkinda daha dinamik bilgi saglar.
Odak Noktasi:
BKM Boliim 3&5 (Boliim 3: Bu béliim genel bilgileri verir, IPO, 6zel yerlestirme, ikincil

piyasalar gibi bazi temel kavramlar1 6grenmeniz gerekiyor).

e 5.137 (olasilik dagilimi, standart sapma);
o s5.141 (sekil 5.4);

e 5.149 ve 150 (siirekli bilesik faiz hesaplanmasi);

Okuyun: Fama (1995)

Potansiyel soru cesitleri: Boliim 3, kavram bilgisi sorular 2, 3, s.98., 2, 5, 11, 17, 22.

sorular, bolim 5,s. 146ff. 10, 12, 15. sorular.



Bir Sonraki Ders igin Sorular

Liitfen okuyun:

e BKM Bolim 6 ve 7,
e Elton ve Gruber (2000), ve

e Kritzman (1992)
Su sorular hakkinda diisiiniin:

e Yatirim kararmin iki 6nemli bilegeni: yatirim firsat1 ve yatirimei

e Kabul edilmelidir ki her yatirimc1 digerinden farklhidir ve yatirim firsati zaman

boyunca sabit kalmaz.

e Eger genel bir piyasa ortaminda, genel bir yatirimei ig¢in bir yatirim modeli

olugturmaniz istenirse, modelinize dahil edeceginiz temel ozellikler nelerdir?



